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Prefata

Functiv complexe cu aplicatii in tehnica reprezinta un material destinat in
special studentilor de la specializarile cu profil tehnic dar si celor care doresc sa
invete cat mai rapid notiunile de baza din analiza complexa.

Rezultatele prezentate in aceasta carte sintetizeaza notiunile necesare pentru
pregatirea studentilor, de cele mai mute ori fara a fi prezentate in detaliu gi fara
a face demonstratii riguroase sau greu accesibile.

Materialul este structurat in douasprezece capitole, in unsprezece dintre
acestea fiind prezentate notiunile teoretice, iar in ultimul capitol fiind prezen-
tate exercitii si probleme. Sunt prezentate in prima parte chestiuni generale
despre numerele complexe, siruri si serii de numere complexe, functii complexe
de o variabila reala respectiv functii complexe de o variabila complexa. Functiile
olomorfe cunoscute ca functiile cu o larga aplicabilitate sunt prezentate in capi-
tolul cinci. In capitolul sase sunt prezentate giruri si serii de functii dar si seriile
de puteri. Integrala complexa si respectiv formula lui Cauchy cu aplicatii ale ei
reprezinta partea tratata in capitolele sapte si opt. Prelungirea analitica respec-
tiv puncte speciale pentru functiile analitice sunt prezentate in capitolele noua
si zece. Capitolul unsprezece este dedicat teoremei generale a lui Cauchy dar si
teoremei reziduurilor, teorema deosebit de importanta datorita aplicatiilor sale.
Problemele propuse incheie acest material. Printre acestea se gasesc si prob-
leme pentru care este prezentata ideea de rezolvare sau rezultatul care trebuie
obtinut.

Speram ca acest material sa reprezinte un bun ghid care sa fie util studentilor
dar si celor care doresc sa invete analiza complexa.

Cartea de fata a fost elaborata in cadrul proiectului POSDRU/56/1.2/S/32768,
”Formarea cadrelor didactice universitare si a studentilor in domeniul utilizarii
unor instrumente moderne de predare-invatare-evaluare pentru disciplinele matem-
atice, in vederea crearii de competente performante gi practice pentru piata
muncii”. Finantat din Fondul Social European gi implementat de ciatre Minis-
terul Educatiei, Cercetarii, Tineretului gi Sportului, in colaborare cu The Red
Point, Oameni si Companii, Universitatea din Bucuresti, Universitatea Tehnica
de Constructii din Bucuresti, Universitatea ”Politehnica” din Bucuresti, Univer-
sitatea din Pitesti, Universitatea Tehnica ” Gheorghe Asachi” din Iagi, Universi-
tatea de Vest din Timigoara, Universitatea " Dunarea de Jos” din Galati, Univer-
sitatea Tehnica din Cluj-Napoca, Universitatea ”1 Decembrie 1918” din Alba-
Tulia, proiectul contribuie in mod direct la realizarea obiectivului general al Pro-
gramului Operational Sectorial de Dezvoltare a Resurselor Umane - POSDRU
i se inscrie in domeniul major de interventie 1.2 Calitate in invatamantul supe-
rior. Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelor de studii ale disciplinelor



matematice la cerintele pietei muncii si crearea de mecanisme si instrumente
de extindere a oportunitatilor de invatare. Evaluarea nevoilor educationale
obiective ale cadrelor didactice si studentilor legate de utilizarea matematicii in
Invatamantul superior, masterate si doctorate precum si analizarea eficacitatii
si relevantei curriculelor actuale la nivel de performanta si eficienta, in ved-
erea dezvoltarii de cunogtinte si competente pentru studentii care invata dis-
cipline matematice in universitati, reprezinta obiective specifice de interes in
cadrul proiectului. Dezvoltarea gi armonizarea curriculelor universitare ale dis-
ciplinelor matematice, conform exigentelor de pe piata muncii, elaborarea gi
implementarea unui program de formare a cadrelor didactice si a studentilor
interesati din universitatile partenere, bazat pe dezvoltarea si armonizarea de
curriculum, crearea unei baze de resurse inovative, moderne si functionale pentru
predarea-invatarea-evaluarea in disciplinele matematice pentru invataméntul
universitar sunt obiectivele specifice care au ca raspuns materialul de fata. For-
marea de competente cheie de matematica si informatica presupune crearea de
abilitati de care fiecare individ are nevoie pentru dezvoltarea personala, incluz-
iune sociala si insertie pe piata muncii. Se poate constata insa ca programele
disciplinelor de matematica nu au intotdeauna in vedere identificarea si spri-
jinirea elevilor si studentilor potential talentati la matematica. Totusi, studiul
matematicii a evoluat In exigente pana a ajunge sa accepte provocarea de a folosi
noile tehnologii in procesul de predare-invatare-evaluare pentru a face matem-
atica mai atractivd. In acest context, analiza flexibilitatii curriculei, insotita
de analiza metodelor si instrumentelor folosite pentru identificarea si motivarea
studentilor talentati la matematica ar putea raspunde deopotriva cerintelor de
masa, cat si celor de elita. Viziunea pe termen lung a acestui proiect pre-
conizeaza determinarea unor schimbari in abordarea fenomenului matematic pe
mai multe planuri: informarea unui numar cat mai mare de membri ai societatii
in legatura cu rolul si locul matematicii in educatia de baza in instructie si in
descoperirile stiintifice menite sa imbunatateasca calitatea vietii, inclusiv popu-
larizarea unor mari descoperiri tehnice, gi nu numai, in care matematica cea mai
avansata a jucat un rol hotarator. De asemenea, se urmareste evidentierea a noi
motivatii solide pentru invatarea gi studiul matematicii la nivelele de baza si la
nivel de performanta; stimularea creativitatii i formarea la viitorii cercetatori
matematicieni a unei atitudini deschise fata de insusgirea aspectelor specifice din
alte stiinte, in scopul participarii cu succes in echipe mixte de cercetare sau
a abordarii unei cercetari inter gi multi disciplinare; identificarea unor forme
de pregatire adecvata de matematica pentru viitorii studenti ai disciplinelor
matematice, in scopul utilizarii la nivel de performanta a aparatului matematic
in construirea unei cariere profesionale.
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Capitolul 1

Numere complexe

1.1 Corpul numerelor complexe. Forma algebrica si
forma trigonometrica a numerelor complexe

Consideram multimea R? = R x R pe care definim urmitoarea relatie:

(@,y)= @ ) Eo=a'siy=y.

Se observa ca relatia definita anterior este o relatie de echivalenta.
Definim de asemenea operatia de adunare si operatia de inmultire astfel:

def
(z,y) + (@) = (z+2",y +9).

def
(@,y) - (y) = (x2’ —yy' 2y’ +2'y).

Relatia de echivalenta mai sus definitd imparte multimea numerelor reale
in clase de echivalenta, fiecare clasa fiind formata dintr-o singura pereche, pe
care 0 vom nota:
def

(z,y) = 2.

Astfel multimea R impreuna cu operatiile definite mai sus se numeste
multimea numerelor complexe pe care o vom nota cu C.

Propozitia 1.1.1. Multimea numerelor complexe impreund cu operatiile de
adunare si inmultire definite mai sus formeaza un corp comutativ.

Demonstratie. Din proprietatile operatiilor de adunare si Inmultire pentru
numere reale rezulta imediat ca operatiile introduse in C sunt comutative,
asociative, iInmultirea este distributiva fatid de adunare. Elementele (0,0) si
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(1,0) sunt elemente neutre pentru adunare respectiv inmultire, (—z, —y) este
opusul lui (z,y) pentru ca (z,y) + (—z,—y) = (0,0). Opusul elementului
z = (z,y) se noteazd cu —z.

De asemenea, orice element z € C* are invers, deoarece ecuatia
(z,y)(z1,y1) = (1,0) cu (x,y) # (0,0) este echivalenta cu sistemul compatibil
In 2y §i oy

xry —yy =1
yxy +xy; = 0.

Rezolvand sistemul de mai sus obtinem ca inversul lui z € C* este

(xl,y1)< ‘ —Y )e@*.

’
IQ + y2 .’L'2 + y2
Scaderea numerelor complexe se definegte prin adunarea cu element opus:

c— G () = @)+ () = (e — 2y — )

pentru orice z = (z,y) € Cgi 2/ = (¢/,y) € C.
Impartirea numerelor complexe se definegte prin Inmultirea cu elementul
invers:

F = 2 ) = ) = o) (e )

x2+y27$2+y2

xa' +yy o'y —ay
12 + y/2 ’ 12 + y/2
pentru orice 2’ # (0,0).
De asemenea se poate defini gi o operatie de Inmultire cu scalari reali:

Az = ANz,y) € Oz, \y)

unde A € R, z € C.

Multimea C la care se adauga simbolul oo, definit co = (x,y) in care cel
putin una dintre componente este infinitd o vom nota cu Co, = CU {0} si 0
vom numi planul complex extins.

Teoria numerelor complexe are un caracter mai abstract, mai formal decat
teoria numerelor reale deoarece numerele complexe nu reprezinta rezultatul
unor masuratori. Teoria numerelor complexe, datorita implicatiilor sale, are
multiple aplicatii practice.
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Vom nota cu 0 "2 (0,0) elementul neutru fats de adunare si cu 1" (1,0)

elementul neutru fatd de inmutire. Numim unitate imaginara (0, 1) iecC.

Propozitia 1.1.2. Multimea R x {0} = {(2,0): 2z € R} C C dotatd cu
operatiile din C este un subcorp al lui C iar aplicatia ¢ : R — R x {0}, unde
o(x) = (2,0), este un izomorfism de corpuri.

Observatie. Deoarece R C C, avem sirul de incluziini NCZ C Q C R C
C, deci toate numerele sunt si numere complexe.

Propozitia 1.1.3. Orice numdar complex z = (z,y) poate fi reprezentat in
mod unic in forma x + iy, unde x €ER, y € R, dari € C si > = —1.

Demonstratie. Conform notatiilor avem z = (z,y) = (2,0) + (0,y) =
z(1,0) + y(0,1) = x + iy. Expresia de mai sus = + iy se numeste forma
algebrica a numarului complex (z,y). Avem i = —1, i" = 1 dacd n = 4k,
" =idacan=4k+1,i" = —1 daci n = 4k 4+ 2, i" = —i daca n = 4k + 3,
unde £ este numar natural.

In continuare notim Rez = x partea reald si respectiv Imz = y partea
imaginara a numarului complex z. Raportam planul euclidian bidimensional
la un sistem de axe rectangulare Ox si Oy numite axa reala respectiv axa imag-
inara. Numarului complex z = x + iy facem sa-i corespunda in plan punctul
de coordonate carteziene (z,y). Reciproc, punctului (x,y) ii va corespunde
numadrul complex z = z + 4y. Punctul (z,y) din plan se va numi imaginea
geometrica a numarului complex z. In acest fel se stabilegte o bijectie intre
corpul numerelor complexe si planul euclidian, aspect care ne permite sa iden-
tificam pe multimea numerelor complexe cu acest plan. Numerele complexe
pot fi reprezentate si vectorial altfel: oricarui numar complex z i se poate atasa
vectorul liber cu componentele z si respectiv y pe axele de coordonate.

Definitia 1.1.4.Modulul unui numar complex z reprezintda lungimea vec-
torului ce corespunde acestui numar complezx gi se noteazd |z|.

Definitia 1.1.5.Argumentul unui numar complex z, diferit de zero,
reprezintd unghiul facut de vectorul corespunzator lui z cu sensul pozitiv al
azxei reale.

Observatii. 1. Aceluiagi numar complex z, nenul, 1i corespund o infinitate
de determinari ale argumentului, care difera intre ele printr-un multiplu de 27.
Clasa tuturor acestor determinari le vom nota cu Argz.

2. Numim determinare principala a argumentului z, nenul, i 0 notam cu
argz, acea determinare care verifica inegalitatile —m < argz < w. In acest fel
putem vorbi de o functie gi anume functia z — argz definitd pe C — {0} cu
valori in (—m, 7).

3.Determinarea principald poate fi aleasa gi in intervalul [0, 27).
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4. Avand in vedere faptul ca z = x + 4y atunci |z] = y/22 4+ y?. Notand
cu ¢ argumentul lui z, avem ca tgfl = £ si Argz = arctg? + 2k7 in cad-
ranele I si IV, respectiv Argz = arctg? + (2k + 1)7 in cadranele II si III. De
asemenea, avem = = |z| cosf, y = |z|sinf gi numarul complex z se poate scrie

= |z| (cosf + isind), aceastd formuld reprezentand forma trigonometrica a
numarului complex z.

1.2 Operatii cu numere complexe

Definitia 1.2.1. Pentru numadarul complex z = x + iy numdrul complex
Z =1x — iy se va numi conjugatul numarului complex z.

Observatie. Numarul complex §i respectiv conjugatul sau sunt simetrice
in raport cu axa reald. Avem de asemenea z = Z.

Definitia 1.2.2.Pentru z = x + iy, numarul complex —z = —x — iy se
numeste opus numdarului complex z. Numerele complexe z, —z sunt simetrice
fata de origine.

Propozitia 1.2.3. Oricare ar fi numerele complexe z1, 29, 23 avem adevdrate
urmdtoarele proprietati:

1. Rez = 3(2 + 2)

2. Imz = 5-(z — 2)

3 tn=m+n an=a "msz=2

4. — |z| < Rez < |2] §1 2] <Im < |z|, [2] = |2].
5. |2)* = 2z sid= |Z\Z’ daca z # 0.

6. |2 =0 z2=0,|z122| = |21| - |22], |21 + 22| < |21| + |22]-
T 21+2+. +2z,=Z1+Z2+ ... + Zn.
8.212272—21 25 et 2y

9. 21— =721 — %, 2 —%pentruzQ#O.

10. ‘Zl Z2 Zn|—|21| |Z2| |ZTL|

11. \21—5—22—&- +Zn|—|Z1|+|Z2|+ +‘Zn|

12. ‘21_22| |,2,'1‘ —2R8(2122)+|22‘
13. [z1] = l2of] < |21 — 2.

14. \zl+22|2+|21—22\ 2(|z1" + [2]%).
15. % = % pentru ze # 0.

Observatie. Proprietatile enumerate mai sus sunt deosebit de importante
in rezolvarea unor probleme diverse in matematica.

Observatie. Daca x este un numar real, atunci au loc urmatoarele dez-
voltari in serie:
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cosSxT = _2'—'_] a—i—
2 2 2

smxz:c—?—i—a W_F
v _ 1 x 2?2 28

Printr-o inlocuire formala x = it, ¢ € R in expresia lui e* obtinem:

S A (L0 SN 0 ) M 2 L GO

1! 2! 3! 4! 5! 6!
_ A [t B P  cost o ising
= —i—l—j—a—i—...—i—z 3 5 = cost +sint.

care este relatia lui Euler.

Folosind reprezentarea trigonometricd, a numerelor complexe z =
|z| (cos @ + isin @), obtinem c& forma exponentiald a numarului complex z este
z = |z| eter9z,

1. Adunarea si scaderea

Daca numerele sunt reprezentate in forma algebrica, z; = x1 + iy, si respec-
tiv 29 = @9 + iyg, atunci: 2y £ 20 = 21 £ xo + i(y; = ya).

Observatii. 1. Daca numerele sunt reprezentate sub forma trigonometrica
pentru a efectua adunarea sau scaderea lor este preferabil sa le aducem mai
intai la forma algebrica si apoi sa efectuam suma.

2. Aceste operatii au ca semnificatie geometrica adunarea respectiv scaderea
vectorilor corespunzatori numerelor complexe.

3. Se observa, ca |z — 25| reprezintd distanta dintre punctele z; i zs.

4. Ultima inegalitate din proprietatea 6 din Propozitiei 1.2.3 se deduce
imediat folosind proprietatea ca o latura a unui triunghi este mai mica sau cel
mult egala cu suma celorlalte doua laturi.

5. Folosind proprietatea ca o latura a unui triunghi este mai mare sau cel
mult egala cu diferenta celorlalte doud laturi obtinem: |z — 25| > ||21] — |22||-

1I. fnmul;z’rea §i tmpartirea

Daca numerele sunt reprezentate sub forma algebrica z; = x+1iy; respectiv
29 = Ty + 1Yo, atunci:

-pentru inmultire se procedeaza ca la iInmultirea polinoamelor dar se tine
cont de puterile lui 1.
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210 29 = (o1 + iy2) (T2 + dy) = 1172 — Y1y + (2291 + T1Y2).
-pentru impartire se utilizeaza amplificarea cu z3:
_ A _ A EB DTt iy Tl — T

21+ %9 = =
p— 2 .2 2 .2
Zy  Z2° 22 T3 + Y3 Ty + Y3

Daca numerele sunt reprezentate sub forma exponentiala

2 = 2|, z = |z|e”
atunci:
2129 = ‘Zl| eiel |22| 61'92 _ |Z1| X |22| ei(91+02);
A |21] 6%91 _ @ei(QI*QQ).
2 |2’2| €02 |22|

Daca numerele sunt reprezentate sub forma trigonometrica atunci:

2129 = |21 (cos Oy + isinby) - |zo| (cos Oy + i sin 65)

|21] - |22/ [cos(01 + 62) + isin(f; + 65)] .

ﬂ p— @ [COS(Ql —_ 92> +isin<91 - 92)] M

Z9 o |2’2|

Folosind inductia matematica se poate deduce regula de inmultire a unui
numar finit de numere complexe:

21 290 Zn = |21]|2a] o 20| [cos(61 4+ 02 + ... + 0,) +isin(f + 02 + ... + 6,,)] .

II1. Ridicarea la putere naturala

Deoarece ridicarea la putere naturala este considerata ca fiind o iInmultire
repetata, avem:

a)pentru forma algebrica

2= (z+iy)" = Z Chan=kykik,
k=0

b)pentru forma exponentiala

14



P [|Z‘619] |Z|n m9

c¢)pentru forma trigonometrica

2" =[|z] (cos O + isin0)]" = |z|" [cosnf + i sinnd)] .
Daca |z| = 1 obtinem:
(cosf +isinf)" = cosnb + isinnb

care se numesgte formula lui Moivre.

Radicalul de ordinul n dintr-un numar complex 2z este un numar complex
w care ridicat la puterea n este z, deci w va fi solutia ecuatiei: w" = z.
Pentru a gési pe w sa scriem z = |z| (cos§ + isin @), presupunand c& z # 0, si
w = |w| (cosp + isinp).

Astfel trebuie sa avem

|w|" = |w| (cosny + isinny) = |z| (cos + isin h)

de unde |w|" = |z|, np = 0 + 2kn, k € Z. Deci |w| = {/|z| intelegand aici
radacina de ordinul n a numarului real pozitiv r, iar ¢ = M

Astfel am obtinut multimea radacinilor de ordmul n ale lui z care este de
forma:

0+ 2k 0+ 2k
wy = Vz = /7| (COS + 7T+isin + W>7k’€Z~
n n

Pentru a vedea cate valori ale argumentului ¢ sunt distincte, vom imparti
pe k lan scriind k =ng+7runde 0 <r <n—1.
In aceste conditii obtinem ca:

0 2m(ng+r) O+2mr

p=—+ = + 2mq.
n n n
Rezulta ca valorile distincte pentru ¢ sunt:
0+ 2k
o= T 01,2, (n— 1),
n

Astfel ecuatia w™ = z, pentru z # 0, are n radacini distincte date de

0 + 2k 0 + 2k
wy, = /2= )z (COSH—&—isinH) =
n n

15



0 2krm . 0 2krw
= /7| |cos | =4+ — | +isin| —4+— ]| =
n n n n
6 .0 2k . 2km
z| | cos — + isin — cos — +sin— | .
n n n n

2km 2km

n n

n

Notéand &, = cos £E + isin ==k =0,1,2,...,(n — 1) mai putem scrie

0 0
Wy = {/F(cos—l—z'sin) E.
n n

Numerele €, sunt radacinile de ordinul n ale unitatii. Din punct de vedere
geometric, cele n radacini ale lui z sunt varfurile unui poligon regulat cu n
laturi inscris in cercul cu centrul in origine si de raza /.

1.3 Drum continuu in multimea numerelor complexe

Definitia 1.3.1. Printr-un drum continuu in mulfimea numerelor complexe C
vom intelege o aplicatie continud: v : I — C unde I = [a,b] este un interval
compact al azei reale.

Observatii. 1. Sunt destul de dese cazurile cand, printr-un abuz de notatie,
vom scrie 7 = 7y(t), aceasta reprezentand imaginea intervalului I prin aplicatia
v, care se mai numeste si suportul drumului 7. Cand parametrul ¢ descrie
intervalul I, punctul z = () sau z = z(t) = x(t) + ty(t) descrie suportul +.
Se poate folosi si notatia v : z = z(t),t € [a, b].

2. Punctele y(a) gi v(b) se numesc extremititile drumului 4. Drumul - este
inchis dacd y(a) = v(b). Vom spune c& drumul 7 este situat in multimea A
daca y(I) C A.

Definitia 1.3.1. Drumurile v, $i v, avind ca intervale de definitie pe [ay, b ]
respectiv [ag, ba), sunt echivalente dacd existd o aplicatie continud crescdtoare
surjectiva ¢ : [a1, b1] — [ag, be], astfel incdt y1 = 3 0 @.
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Capitolul 2

Siruri si serii de numere
complexe

2.1 Definitii si notatii

Definitia 2.1.1. Consideram a € C un punct fix din planul complex, a # oo
st r numar real pozitiv. Se numeste cerc de razd v si centru a mullimea notata
cu Crla)={2€C:|z—a|l=r}.

Definitia 2.1.2. Se numeste disc deschis de razd r si centru a mulfimea
Ula;r) ={2z€C:|z—a| <r}. Vom nota cu U*(a;r) = Ula;r) — {a} discul
punctat de centru a de raza r.

Definitia 2.1.3. Se numeste disc inchis de razd r si centru a multimea
Ula;r)={2€C:|z—a|] <r}.

Definitia 2.1.4. Se numeste coroana circulara cu centrul in a §i de raze
1 §i ro multimea U(a;ry,me) = {z € C:ry < |z —a| < re}.

Definitia 2.1.5. Se numeste vecinatate a unui punct a € C orice multime
Vi, care contine un disc deschis U(a,r) C V,. Se numeste vecindatate a punctului
00, orice multime deschisa U(oo;r) = {z € C: |z| > r,r € R}.

O vecinatate redusa a punctului @ € C va fi o vecinatate care nu contine
punctul a. Notdm aceasta vecinitate cu V(a) =V, — {a}.

Definitia 2.1.6. O submultime G C C se numeste deschisa daca este vida
sau, in caz contrar, oricare ar fi zo € C exista un disc U(a;7r) C G. Evident
C si orice disc sunt multimi deschise.

Definitia 2.1.7. O submultime M C C se numeste inchisa dacd este
complementara unet mulfimi deschise.

Observatii. 1. Deoarece C este complementara lui @) si () este complemen-
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tara lui C se obtine c& C si () sunt si inchise.

2.0Orice reuniune de multimi deschise este deschisa, orice intersectie finita de
multimi deschise este deschisa, deci familia multimilor deschise este o topologie
pe C. Aceastd topologie este indusa de metrica d(z1, 22) = |21 — 2a].

Definitia 2.1.8. Submultimea M a lui C se numeste finita daca putem
numara numara punctele sale, asociind apoi un numar natural elementelor pe
care le contine. In caz contrar multimea M este infinitd.

Definitia 2.1.9. O submultime M a lui C este marginita dacd existd
un cerc in planul complex care sa contina in interiorul sau toate punctele
submultimit M. Altfel, submulfimea M e nemdrginita.

Definitia 2.1.10. Fie M o mulfime de puncte din plan. Un punct a al
planului care poate sa aparting sau sa nu aparting multimiz M se numeste
punct de acumulare al multimii M daca in oricare cerc cu centrul in a avem
puncte ale multimii M diferite de punctul a. Se observa ca in oricare cerc cu
centrul in a avem o infinitate de puncte din M.

Observatii. 1. O multime finita nu are nici un punct de acumulare.
2.Multimea punctelor de acumulare ale multimii A se numeste derivata
multimii A si se noteaza A’

Definitia 2.1.11. Un punct zg € C se numeste punct aderent pen-
tru mulfimea A C C daca pentru orice disc U(zo;r) avem U(zg;r) N A #
0. Multimea punctelor de aderentd a multimit A se numeste aderenta sau
inchiderea lui A si se noteazd cu A.

Definitia 2.1.12. Un punct zg € C se numeste punct frontierd pentru
A C C daca pentru orice U(zp,1) avem U(zo;7) NA # 0 5i U(zo;7) NCA # 0.
Multimea punctelor frontierd ale multimii A se numeste frontiera mulfimii A
s se moteazd cu OA.

2.2 Siruri de numere complexe

Definitia 2.2.1. Se numeste sir de numere complexe orice aplicatie f : N —
C. Notam f(n) = z, € C, oricare ar fin € N. Un sir de numere compleze se
VA SCTIE 20, 21, ooy Zn, -.. SAU prescurtat (z,).

Definitia 2.2.2. Spunem cd sirul (z,,) este convergent si are limita a dacd
in orice vecindtate a lui a se gasesc toti termenii sirului, cu exceptia eventual
a unui numar finit. Vom scrie a = lim z, sau z, — a.

n—oo
Considerand ca vecinatate arbitrara D.(a), € > 0 se constata ca definitia
de mai sus este echivalenta cu urmatoarea:
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Sirul (z,) este convergent gi are limita a dacd oricare ar fi e > 0, existd
N(e), astfel can > N(e) = |z, — a| < ¢, adicd incepand de la un rang suficient
de mare tofi termenii se gdsesc in discul D.(a).

Definitia 2.2.3. Un gir de numere complexe (z,,) este mdrginit dacd existd
un numar pozitiv L astfel incat tofi termenii sirului sa verifice inegalitatea
|zn| < L.

Observatie. Avand in vedere definitia de mai sus se observa ca orice gir
convergent este marginit.

Definitia 2.2.4. Sirul (z,) se numeste fundamental daca oricare ar fi
e > 0, exista N(g) € N astfel incdit oricare ar fin,m € N, n,m > N(e) sa
avem |z, — zm| < €.

Definitia 2.2.5 Un punct a € C se numeste punct limita al sirului (z,)
daca in orice vecindtate a lui a se gasesc o infinitate de termeni ai sirului.

Observatie. Teorema lui Bolzano-Weierstrass ne asigura ca orice sir
marginit are cel putin un punct limita. Putem considera ca exemplu girul
1,2,1,7,...,1,7,... care are doua puncte limita 1 i i.

Teorema 2.2.6. Sirul (z,,) este convergent si are limita zo dacd $i numai
daca el este marginit si admite pe zy ca unic punct limitd.

Teorema 2.2.7. Dacd zy reprezintd un punct limitd pentru girul (z,),
atunci existd un subsir al sau notat cu (z,,) care este convergent si are limita
20-

Demonstratie. Consideram sirul de discuri D% (a), k = 1,2,3,.... In

fiecare disc putem alege un termen (z,,) al sirului dat. In felul acesta am
construit girul (z,,) extras din (z,), care converge catre zo. Deci oricare ar fi
e > 0, putem lua n(e) = L astfel incat pentru K > N(e) s& avem |z,, — z| <
T <e.

Observatie. Din orice sir marginit se poate extrage un subsir convergent.

Teorema 2.2.8.0 condifie necesard si suficientd ca un sir de numere com-
plexe z, sd fie convergent este ca, oricare ar fi € > 0, sd existe N(e) astfel
incaitn > N(e)sip e N= |z,4, — 2] < e.

Consideram girul de numere complexe (z,) si scriem z, = x,, + iy, unde z,
este partea reala iar y, partea imaginara a sa.

Teorema 2.2.9. Dacd sirul (z,) este convergent si are limita a = o +
i3, atunci girurile de numere reale (xy,) $i (yn) sunt convergente si au limita
a = nlingoRe Zn §1 3 = nlirilolm zn. Reciproc daca x, — « siy, — [ atunci
2 — 2= a+if.

Teorema 2.2.10. Daca sirul (z,) este convergent si are limita a =
p(cosp + ising), atunci |z,| — p, tar dacd in plus a a # 0 atunci $i 0, — @,
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pentru o alegere convenabild a lui 0, si p. Reciproca este adevdratd.
Demonstratie. Considerand z, = z, + iy, avem ca r, = (/22 + 42 i

respectiv 6, = z—n Avand in vedere cele de mai sus avem ca z, — a =

|zn] — la|. Daca a # 0, avem 2, — a = Arg z, — Arg a. Reciproc:

|zn| — p si Arg 2, — ¢ = 2, — p(cos p +isin ).

2.3 Serii de numere complexe

Definitia 2.3.1. Fie (a,) un gir cu elemente din C i

n
Sp = E a;,n > 0.
i=0

Perechea ((a,),n > 0,(s,),n > 0) se numesgte serie de numere compleze cu

o0
termenul general a, $i se noteazd Y. Gn, Y Gp SQU Y. G SaU Gg + a1 + ... +
n>0 n n>0

Ay + .....

Elementele girului (a,)n>0 se numesc termenii seriei, iar elementele sirului
(Sn)n>0 se numesc sumele partiale ale seriei, elementul a, (respectiv s,) se
numegte termenul (respectiv suma) de rang n a seriei date; seria asociata
sirului (ag)gsnt1, adicd seria a,41 + Gpi2 + ... se numeste restul de rang n a
seriei date gi se noteazd cu >, a; sau Y dpq-

i>n+l i>1
Definitia 2.3.2. O serie de numere complexe . a, se numegte conver-
n>0
genta daca sirul sumelor partiale (S,)n>0 este convergent.
In caz de convergenta, limita S a girului (s,) se numegte suma seriei Y . a,

gl vom scrie s =ag + a4+ ... + ap + ... saU S = Y Uy.
n>0
Daca lim s, = 400 vom spune ca suma seriei date este egala cu +oo. O

n—oo

serie care nu este convergenta se numeste divergenta. Daca s = 400 sau girul
sumelor partiale nu are limita vom spune de asemenea ca seria este divergenta.

Astfel criteriul lui Cauchy in cazul seriilor de numere complexe se formuleaza
in modul urmator:

O conditie necesard gi suficientd ca seria Y a, Sa fie convergentd este ca
pentru orice £ > 0 sd existe un N(e) astfel incit n > N(¢) gip € N =
|ant1 + Gpio + oo F anp| < €.

Facand p = 1, rezultd cd, pentru ca seria Y a, sa fie convergentd, este
necesar ca termenul general sa tinda la 0.
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Fie seria Y a, si notdm cu a/, = Re a,, respectiv cu @/ = Im a,,.

Teorema 2.3.3.Seria Y a, este convergentd gi are suma s = s +is” dacd
si numai daca seriile de numere reale Y al, st Y al sunt convergente $i au
respectiv sumele s’ si s”.

Observatie. Aceasta rezultd imediat scriind s, = s, + sl si folosind
proprietatea analoaga de la giruri.

Definitia 2.3.4.Seria ag + a1 + as + ... + a, + ... se numeste absolut con-
vergentd dacd seria valorilor absolute: |ag| + |a1| + |az| + ... + |an| + ... este
convergentd.

O serie absolut convergenta se bucura de urmatoarele proprietati:

1.0rice serie absolut convergenta este convergenta.

Acest lucru se poate vedea imediat din inegalitatea

|@ns1 + gz + oo+ Angp| <ansa| + oo+ |ansy|

Daca seria ) |a,| este convergentd, atunci oricare ar fi € > 0 putem de-
termina un N(e) astfel incat: |an41| + ... + |angp| < € pentru n > N(e) si
peN.

Avand in vedere inegalitatea din propozitia anterioara rezultd ca
|ans1 + Gpio + ... + angp| < € deci seria ) a, este convergenta.

2.Seria Y a, este absolut convergenta daca si numai daca seriile Y a], si
>~ a” sunt absolut convergente. Acest lucru rezultd imediat din inegalitatile
urmatoare dupa care aplicam criteriul comparatiei:

|ay,| < lan|, |ag] < |a,|
si
|an| < ay,| + |ag] -

3.Intr-o serie absolut convergenta se poate schimba ordinea de Insumare a
termenilor fara ca natura si suma seriei sa se schimbe.

Consideram urméatoarele serii convergente A = 3" a,, respectiv B = Y b,,.
Analog cu cazul seriilor cu termeni reali, avem: pA + ¢B = > (pa, + ¢by,),
unde p,q € C ceea ce rezulta usor, considerand sirurile sumelor partiale. De
asemenea, ca si la seriile cu termeni reali, daca seriile Y a, si > b, sunt con-
vergente, avand respectiv sumele A si B, iar cel putin una dintre aceste serii
este absolut convergenta, atunci seria produs > (agb, +aib,_1+ ... +anbg) este
convergenta gi are suma A - B.
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Capitolul 3

Functii complexe de o variabila

reala. Generalitati

>

Definitia 3.1.1. Fie D o submulfime oarecare din R, diferita de mulfimea
vidd. Orice functie definita pe D cu valori in C se numeste functie complexa
de o variabila reald.

Observatie. In general D este un interval sau o reuniune de intervale ale
dreptei reale.

Valoarea functiei f intr-un punct ¢t € D, arbitrar, se noteaza cu f(t). Da-
torita faptului ca f(¢) € C putem considera descompunerea f(t) = fi(¢) +
ifs(t). Definim astfel doua functii reale fi(t) = Ref(t), fo(t) = Imf(¢t) si
astfel putem scrie f = f1 + ifs.

Definitia 3.1.2. Fie f : D — C gi tg € D un punct de acumulare al
multimit D. Functia [ = fi +ify are limita in ty dacd i numai daca fi $i fo
au limite in acest punct. In acest caz vom scrie

li t)= i t)+1i i t).
ey O = im O+ fim ()

Definitia 3.1.3. Fie f : D — C sitg € D un punct de acumulare al
multimit D. O functie f : D — C este continud in ty daca si numai dacd sunt
indeplinite urmatoarele condifii:

1. f are limita tn acest punct;

2. lim  f(t) = flto).

t—to, teD
Definitia 3.1.4. Fie f: D — C si ty € D un punct interior lui D. Notam
cul =D —{ty} si formam functia
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o) = L= 10

unde to & I, dar este un punct de acumulare.
Spunem ca functia f este derivabila in punctul ¢y € D daca limita functiei
p In punctul £, exista gi este finitd. Daca ea exista i este finita ea se noteaza

() = f(h)
1\
lto) = t—ﬂg,ntloef t—to
Daca f = fi + ifs, este derivabila intr-un punct ¢y € I daca gi numai daca
f1 st fo sunt derivabile 1n tg

f'(to) = filto) +ifs(to).
Observatie. Daca f este derivabila Intr-un punct atunci ea este continua
in acel punct.
Spunem ca f este diferentiabila in punctul ty € D daca si numai daca f; si
f2 sunt diferentiabile in acel punct. Are loc relatia

df (to) = df1(to) + idfa(to)

deoarece functiile reale f; si fo sunt diferentiabile daca si numai daca sunt
derivabile in acest punct.
Daca notam dt =t — ty = h avem

df (to) = f'(to)dt.

Consideram I,J C R, doua intervale deschise. Daca ¢ : I — J este deriv-
abila intr-un punct ¢y € I si dacd f : J — C este derivabild in punctul
70 = ¢(to), atunci functia f o = g : I — C este derivabild in ¢y. In plus

g (to) = f'(10)¢' (to) = f'(0(t0))¢' (to)

Observatie. Spunem ca f este derivabila pe I daca ea este derivabila in
orice punct al lui I.

Daca f este derivabila pe f se poate defini o noud functie f' : I — C care
are valorile f'(t), oricare ar fi ¢t € I. Daca f’ este derivabild pe I se definegte
analog functia f” : I — C care are valorile f”(t), oricare ar fi ¢ € I.

Definitia 3.1.5. Daca f este continud pe I vom spune ca f este de clasa
C° pe I si vom scrie f € C°(I). Dacd f si derivatele sale pand la ordinul
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p inclusiv sunt continue pe I, spunem ca f este de clasa CP pe I si se scrie
fecr().

Consideram f = f; +1if5 o functie complexa definita pe un interval compact
I = [a,b] C R. Vom spune ci f este integrabila Riemann pe I daca gi numai
daca fi si fo sunt integrabile Riemann pe 1. In acest caz integrala functiei f

b
pe I = [a,b] se noteazd cu [ f(t)dt sau [ f(t)dt si este data de egalitatea:

/bf(t)dt/bfl(t)dtﬂ'/be(t)dt

O mare parte din proprietatile integralelor functiilor reale se transmit fara
modificari integralelor functiilor complexe. Astfel avem:

1) Daca f,g : [a,b] — C sunt integrabile pe [a,b], atunci af + B¢ este
integrabila pe [a, b], oricare ar fi o, 3 € C si

/ (o f () + Bg(t) dt = a / ()t + 3 / f(t)dt.

2) Daca f : [a,b] — C este integrabild pe [a, b], atunci oricare ar fi ¢ € [a, b],
/ este integrabild pe [a, c] si respectiv [¢, b] gi, mai mult, are loc

/bf(t)dt:jf(t)dt+/bf(t)dt.

3) Daca f : [a,b] — C este continud pe [a, b] sau continud pe portiuni atunci
f st |f] sunt integrabile pe [a,b] si are loc inegalitatea

/bf(t)dt S/blf(t)|dt.

Fie f o functie complexa definita pe [a,b] C R. O functie F : [a,b] — C se
numeste primitiva a functiei f dacd F' este derivabila pe (a,b) si F'(t) = f(t),
oricare ar fi ¢ € [a, b].

Daca f : [a,b] — C este integrabila pe [a, b] si daca F este o primitiva a lui
f, atunci are loc formula lui Leibniz-Newton:
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Capitolul 4

Functii complexe de o variabila
complexa

4.1 Generalitati

Definitia 4.1.1. Consideram A o submulfime a lui C. Vom spune ca am
definit o functie f pe mulfimea A cu valori complexe si vom scrie f: A — C
daca fiecarui punct z € A i corespunde in mod unic un punct w € C si vom
nota w = f(z).

Sa scriem z = x + 4y, w = u+ iv. Functia astfel definita se numeste functie
complexa de variabilad complexa.

Corespondenta dintre z si w, definita in functia f, semnifica faptul ca
dandu-se perechea ordonata (z,y) € A, putem cunoagte in mod unic perechea
ordonatd (u,v). Deci u si v vor fi doud functii reale de doud variabile reale x
g1 y, definite pe multimea A, u = u(z,y), v = v(v,y) adicd vom putea scrie
w = f(Z) = U(I7y) + iv(.r,y).

Astfel, pentru a studia o functie complexa de o variabild reala revine sa
studiem un cuplu de functii reale de doud variabile reale u(x,y) = Ref(z)
respectiv v(z,y) = Imf(z).

Observatie. Pentru a putea da o interpretare geometrica a corespondentei
dintre z si w, stabilita de functia f, vom considera doua plane complexe:
planul variabilei independente z, notat (z), i planul variabilei dependente w,
notat (w). Functia f poate fi interpretata ca o transformare punctuald care
transforma puncte din planul (z) in puncte din planul (w).

Daca z € A, punctul w = f(z) se numegte imaginea lui z prin transformarea
definita de f. Notam cu f(A) multimea tuturor imaginilor punctelor din A,
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adica f(A)={weC:3z€ A,w= f(2)}.

Un punct z € A, care are ca imagine pe w € f(A), se numeste contraimag-
inea lui w prin functia f.

Daca un punct z € A are o singura imagine atunci reciproca nu mai
este valabila In general, adica s-ar putea ca un punct w sa aiba mai multe
contraimagini. Astfel putem nota cu f~!(w) multimea acestor contraimag-
ini. Dacd D C f(A), vom numi contraimaginea lui D multimea f~!(D) =
{z€ A: f(z) € D}.

Definitia 4.1.2. Consideram functia f : A C C — C, si a un punct de
acumulare a mulfimii A. Vom spune ca functia f are limita | € C in punctul
a, daca oricare ar fi o vecindtate W, a punctului l, existd o vecindtate a lui a,
V., astfel incit z € ANV, = f(z) € W,. Vom scrie aceasta prin | = lim f(z)

zZ—a

sau f(z) = 1, (z — a).

Definitia de mai sus este echivalenta cu urmatoarele doua definitii:

Definitia 4.1.3. Functia f are limita | in punctul a daca oricare ar fi
e >0, existd 0 > 0 astfel incit: z€ Asi0<|z—al<d=|f(z) =1 <e.

Definitia 4.1.4. Functia f are limita | in punctul a daca oricare ar fi sirul
(zn), 2n € A, 2z, # a, lim 2z, = a girul valorilor (f(z,)) are limita | adicd

n—oo

lim f(z,) = 1.
n—oo

Observatii. 1.Conditia lLrI;f(zn) = [ este echivalenta cu liglzRef(Z) =Rel
gi imImf(z) = Im . Consideram functia f : A C C — Csgia € A. Vom spune
cézfu(;m‘gia f este continua in punctul a daca exista limita functiei f in punctul
a gl este egald cu valoarea functiei in acest punct adicad im f(z) = f(a).

zZ—a

2.Pentru a putea vorbi despre limita de mai sus, punctul a ar trebui sa
fie punct de acumulare al multimii A, dar deoarece functia este definita si in
punctul a este avantajos sa completam definitia de mai sus si in cazul cand
a este punct izolat al multimii A, considerand prin definitie ca functia este
continua.

3.Daca functia f este continud in fiecare punct din A, atunci spunem ca f
este continua pe mutimea A.

4.Suma si produsul a doua functii continue sunt continue, catul a doua
functii continue este o functie continua in @ € A in cazul cand numitorul este
diferit de zero.

5.Continuitatea functiei f in punctul a € A poate fi exprimatd prin
urmatoarele definitii echivalente:

a) Functia f : A — C este continud in punctul a € A, daca oricare ar fi
vecindtatea Wy, a punctului b = f(a), exista o vecindtate V, a punctului a astfel
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incit z € ANV, = f(z) € W,

b) Functia f este continud in punctul a € A, dacad oricare ar fie > 0, ezistd
0(e) > 0, astfel incat z € A, cu |z —a| <d=|f(z) — f(a)| <e.

¢) Punctia f : A — C este continud in punctul a € A, dacd oricare ar fi
sirul (z,), zn € A, z, — a, avem f(z,) — f(a). Daca f(A) = B, functia f va
fi continud pe A, daca contraimaginea oricarei mulfimi deschise din B este o
multime deschisa in A.

d) Functia f : A — C este uniform continud pe mulfimea A, dacd: oricare
ar fie >0, existd §(e) > 0, astfel incdt oricare ar fi 2/, 2" € A, cu |2/ — 2"| <
5= |f() - f()| < =.

6.Continuitatea uniforma a functiei f pe multimea A este echivalenta cu
continuitatea uniforma a functiilor Ref si Imf pe multimea A. Reciproca nu
e valabila in general.

Fie f : E — C, E o submultime a numerelor complexe, functie continua in
domeniul E. Pentru orice z € E, f(z) = u(z,y) + iv(z,y). Consideram un
punct vecin z + Az a punctului z cu valoarea corespunzitoare f(z + Az) =
u(z + Az,y + Ay) + ww(z + Az,y + Ay). Calculam in continuare raportul
urmator:

flz+Az) = f(z)
Az

N r+Ax+i(ly+ Ay) —xz — iy

_u(z+ Az,y+ Ay) —u(z,y) +i[v(r + Az, y + Ay) — v(z, y)]

Az +iAy

Presupunem ca functiile u si v au derivate partiale de ordinul I continue in
raport cu x §i y avem

ou ou

w(z + Az, y + Ay) — u(z,y) = %Ax + a—yAy + Az + ki Ay
ov v
v(x + Az, y + Ay) —v(z,y) = %Ax + a—yAy + ho Az + ko Ay

unde ki, ky, k3, kg tind citre zero odata cu Ax? 4+ Ay
In sceste conditii vom putea scrie ca
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Flz+A2) — fz) SO+ PAy+ Az + ki Ay

Az N Az +iAy

» SeAT + SEAY + ho Az + ks Ay
Az +iAy '

Scoatem factor comun pe Az atat la numéarator cat si la numitor in membrul
drept si obtinem:

u ou A A v v A A
f+A2)— f(2) _ %—I—%-ﬁ—i—hﬂrklrﬁ+i%+%y-rz+h2+k2rg _

Az 14 iy 148

du : Qv A ou : v
aJFZ%JFri(a@H@) N hi + ihg + RY (k1 + iks)

1+i%Y 1+i%Y

Consideram ¢ este unghiul facut de segmentul care uneste pe z cu z + Az
cu sensul pozitiv al axei Ox si vom obtine ca tgy = 2—?;.

Cand punctul z + Az tinde catre z de-a lungul segmentului ce face unghiul
¢ cu Oz, raportul % ramane constant, egal cu tgy iar raportul W

tinde catre

ou - Qv ou - Qv
I fz+A2) = f(z) oz Tlox T (@tg(p_'—z@iy)
im =
Az—0 Az 1+ tgp

deoarece hy, ki, ho, ko tind catre zero iar numitorul 1 4 itge nu poate fi nul

deoarece /1 + tgZp > 1.

Se observi ci lim {EFA2=/(2) depinde de directia de-a lungul careia punc-
Az—0 Az

tul z 4+ Az tinde catre z adica de unghiul ¢.

Definitia 4.1.5. Vom spune cd functia f(z) este derivabild in punctul z
numat atunci cand aceasta este unica deci independenta de unghiul ¢, caz in
care limita se va numi derivata functiei in z i se va nota f'(z).
f(2+AA2;*f(2)

Observatie. Valoarea lim
Az—0

ca trebuie sa fie aceeasi pentru tgp = 0 sau tgp = oco. Daca tgp = 0 atunci
f'(z) = G +ige
Daca tgy = oo atunci

, daca nu depinde de ¢ inseamna
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ou - Qv
oy Tl O 10 0 0
f’(z):u=l+f—u:—v—i—u.
i dy 10y Oy Oy
Deci pentru ca f’(z) s nu depinda de unghiul ¢ este necesar si suficient sa
avem:

ou Ov Ov Ou

87:1:4_2%_83/ Z(’5’y

sau

Ou v v Oou

o5 "oy o oy
Deci numai atunci cand derivatele partiale de ordinul T ale functiilor w si

v verifica aceste doua conditii numite conditiile lui Cauchy-Riemann, avem in
punctul z o derivata unica a functiei f(z). In aceste conditii:

oy Ou Ov  Odv  Ou
Fz) = Ox —Hax - Oy Zay'

Definitia 4.1.6. Daca functia f in z admite o derivata unicd spunem cd
functia f este monogend in punctul z. Dacd este monogend in fiecare punct al
domeniului D atunci spunem ca [ este monogenda in domeniul D.

Observatie. Daca notam A multimea punctelor din domeniul D prin care
punctul z + Az se apropie de z, A poate fi un segment sau un arc de curba,
atunci putem defini derivata functiei f in punctul z € A’ N A in raport cu
multimea A.

Definitia 4.1.7. Prin definitie vom spune ca functia f : D — C este
derivabild in punctul z, in raport cu multimea A, dacd exista limita finita

Az) —
lim fale + Azi faz) = fi(2).

Az—0

Limita finita f(2) se va numi derivata functiei f in punctul z, in raport
cu multimea A.

Daca aceasta limita nu depinde de multimea A, adica este unica indiferent
de submultimile care contin punctul z, vom spune ca functia f este monogena
in z, adica are o singura derivata.
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4.2 Conditii de monogenitate intr-un punct

Fie functia f definita pe o multime deschisa F si pentru orice z € E,| z =
x 41y, f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Problema care se pune este de a vedea care
sunt conditiile asupra functiilor u si v care sa implice monogenitatea functiei
f In punctul z.

Teorema 4.2.1. Pentru ca functia f sa fie derivabila in punctul z =
T+ iy € E este necesar si suficient ca:

1. Functiile u gi v sd fie diferentiabile in punctul (x,y);

2.In punctul (z,y) sa fie verificate conditiile lui Cauchy-Riemann:

ou Ov OJu ov

dr  dy 9y Oz
Demonstratie. Demonstratia se va realiza in doud etape, prima etapa
fiind necesitatea iar a doua etapa suficienta.

Necesitatea. Vom presupune cd in punctul z = z + iy exista derivata
J'(2) = a+1b. In acest caz, cregterea Aw = f(z + Az) — f(z) a functiei f in
punctul z se poate pune sub forma:

Aw = f'(2)Az 4+ \Az, (%)
unde A = A\(Az) — 0, pentru Az — 0. Punand:

z=x+iy, Aw=Au+iAv, X=X+ i\

gi inlocuind in (%), ajungem la formulele:

Au = alAx — bAy + NAz — X' Ay

Av = bAx + alAy + N Az + N Ay
unde N — 0 gi A’ — 0, pentru \/Az? + Ay? — 0, ceea ce arata ca functiile u
gi v sunt diferentiabile in punctul (z,y) si:

Ju v Ou v

==, — = b= ——

ox oy’ Oy Ox
adica sunt verificate conditiile lui Cauchy-Riemann gi astfel necesitatea este
demonstrata.
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Suficienta. Presupunem ca functiile v si v sunt diferentiabile in punctul
(x,y) i verificd in acest punct conditiile Cauchy-Riemann gi astfel putem scrie:

ou ou

Au=—Azx+ —Ay+ Az + " Ay
ox Qy
0 0
Av= A0+ —UAy + Az + 3"Ay
or oy
unde o/ — 0, o’ — 0, #” — 0 cand /Az? + Ay? — 0.
Considerand g—; = g—;’ = a respectiv g—;‘ = —% = —b, vom obtine ca

Au = aAx — bAy + o/ Az + o' Ay,

Av = bAz + aAy + B’ Az + 3" Ay.
Astfel se obtine ca

Aw = (a +ib)Az + \Az,

unde am notat

/ -l Ax i -l Ay
)\—(O/+Zﬂ)E+(OK +26)AZ
In final vom avea:

Al < la’ + 4]

A
A';‘ + |a//+iﬂ//|

A
S| <1118+ e+ 197,

de unde rezulta ca A — 0, pentru Az — 0, deci functia este monogena in
punctul z.
Observatii. 1. Se deduce simplu formula urmatoare:

;N Ou Ov  Odv  Ou
1) = ox —H@x Oy Zay
care ne permite calculul derivatei functiei f in punctul z, cu ajutorul derivatelor
partiale de ordinul I ale functiilor u si v.
2.Se cunoagte ca numai existenta derivatelor partiale de ordinul I nu este
suficienta pentru a asigura diferentiabilitatea functiilor u gi v intr-un punct.
Astfel, in ipoteza existentei derivatelor partiale de ordinul I, conditiile de mono-
genitate ale lui Cauchy-Riemann sunt numai necesare, dar nu suficiente pentru
ca functia f sa fie monogena intr-un punct.
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Capitolul 5

Functii olomorfe

5.1 Generalitati

Despre o functie f, definita pe multimea deschisa F, se spune ca este olo-
morfa in E daca ea este derivabila in fiecare punct al lui E. Denumirea de
functie olomorfa provine de la cuvintele grecesti olos = tot, intreg, si morfos
= forma. Termenul de functie analitica il vom folosi mai tarziu, cand vom
considera functiile definite in intreg domeniul de existenta. Astfel, o functie
olomorfa intr-un domeniu E nu este decat o restrangere corespunzatoare pe
acest domeniu a unei functii analitice. Mai intai vom arata ca o functie olo-
morfa intr-un domeniu F se poate dezvolta intr-o serie de puteri in vecinatatea
oricarui punct din F.

Proprietatea unei functii de a fi olomorfa se refera la o intreaga multime
deschisa gi nu la un punct. Trebuie facuta diferenta intre ”functie monogena
intr-un punct” i ”functie olomorfa intr-un punct”. De exemplu, functia f(z) =
2z, definitd pe C, este monogena in punctul z = 0, dar nu este olomorfa in
acest punct.

Putem mentiona ca proprietatea de olomorfie a unei functii f in F implica
urmatoarele trei proprietati esentiale ale functiei si anume: uniformitatea, con-
tinuitatea si respectiv derivabilitatea functiei f in E.

5.2 Diferentiala

Un punct important al acestui paragraf este introducerea variabilelor z si
Z . Fie functia f definita pe multimea deschisa D. Pentru z = x + iy € E
vom scrie f(z) = u(x,y) + w(z,y). Functia f poate fi privita si ca o functie
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complexa de doua variabile reale x si y.
Presupunem ca functiile reale u = Ref gi v = Imf sunt diferentiabile in E.
Daca Au = u(z+Az, y+Ay)—u(z, y) si Av = v(z+ Az, y+Ay)—v(z, y) iar
Af = Au+ iAv verificam usor ca, cresterea Af a functiei f corespunzatoare
cregterilor Az i Ay se poate scrie sub forma A f = aAx+bAy+a\/Ax? + Ay?,

unde o = a(Az, Ay) — 0, cand \/Az? + Ay? — 0.
Facand Ay =0 si Az — 0, respectiv Az = 0, Ay — 0 si astfel se obtine:

_Of  Ou  0v

T o o
y O oo
dy oy Oy

Vom numi diferentiald a lui f in punctul z = x + iy forma liniard in Ax si

Ay:
af af
pe Az + By Ay.

Daca f(z) = z, se obtine dz = Az, iar daca f(z) =y, se obtine dy = Ay si
astfel vom putea scrie:

df =

_of, . 9of
#_%m+%@

Daca f(z) = z, respectiv f(z) = Z, avem dx = dx + idy, respectiv dz =
dx — idy, de unde deducem:

1 1
dx = §(dz +dz), dy = 2—(dz—|—zd§)
i

Inlocuind 1n expresia lui df de mai sus, obtinem:

1 fof of 1/70f Of\ _

Putem introduce in mod natural urmatorii operatori:

o _1(9 .0
0z 2\ox ‘oy)’
9 _1for 0
0z 2\ox Oy



Astfel vom avea df = %}chz + %d? si deoarece

of of O0f Ou Jdv (v Ou
oz =ty = o= | oot
0z Or Oy Ox Oy oxr Oy
observam imediat ca, conditiile lui Cauchy-Riemann sunt echivalente cu
conditia % + ig—i = 0 sau % =0.
Pe de alta parte, avem:

of 1 /0f .Of 1 8u+8v+‘ ov  OJu
—=—|T—-iz=)=z|=+=+i|l=——%])]|-
0z 2\ 0z oy 2 |0x Oy or Oy
Daca f este monogena in punctul z, atunci % =0 iar g—ﬁ = %4—1’% = f'(2)
deducem c& df = f'(z) - dz, sau f'(z) = dfd—(zz).
5.3 Legatura dintre functiile olomorfe si functiile ar-
monice

Consideram functia f definita si olomorfa in domeniul E astfel incat f(z) =
u(z,y) + iv(z,y), z € E. In acest caz, in fiecare punct (z,y) € E avem

ou_ov du_ o
or oy oy  Ox
Presupunem ca functiile u si v au derivate partiale de ordinul I si ordinul

IT continue in . Derivand prima din relatiile de mai sus in raport cu z, iar a
doua in raport cu y si adunand se obtine ca:

Pu
ox2 = oyr
Analog se obtine:
P o
ox2 oy
Consideram urmatorul operator:
o? 0?
~ o oy
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care poarta numele de operatorii lui Laplace. In acest context ecuatiile de mai
sus se scriu Au = 0 gi respectiv Av = 0.

O functie U = U(z,y), definita si continud impreuna cu derivatele partiale
de oridinul I gi IT in domeniul E, care verifica In acest domeniu ecuatia cu
derivate partiale de ordinul doi AU = 0, numita ecuatia lui Laplace, se numeste
functie armonica in domeniul F. Deci functiile u si v sunt functii armonice in
E. Rezultatul a fost stabilit in ipoteza ca aceste functii au derivate partiale de
ordinele I si II continue. Astfel, partea reala gi partea imaginara a unei functii
olomorfe intr-un domeniu D sunt functii armonice in D.

5.4 Determinarea unei functii olomorfe cand se
cunoaste partea sa reala

Am observat ca functiile u §i v ce reprezinta partea reala si partea imaginara
a unei functii olomorfe in F, nu pot fi functii cu totul arbitrare, ele fiind functii
armonice legate intre ele prin conditiile lui Cauchy-Riemann.

Consideram o functie u = wu(z,y) definitd si armonica in domeniul F i
presupunem ca domeniul E este simplu-conex. Se pune problema de a de-
termina o functie f olomorfa in domeniul F, care sa aiba ca parte reala chiar
functia u. Aceasta inseamna c& trebuie determinata o functie reald v = v(x, y),
definita in domeniul F, armonica, astfel incat functia f : £ — C definita prin
f(z) = u(z,y) + iv(z,y) oricare ar fi z € F s fie olomorfa in acest domeniu.
Functia v se numeste conjugata armonica a functiei u.

In consecinta trebuie determinati functia armonica v, care verificd in dome-
niul F sistemul de ecuatii cu derivate partiale de ordinul I:

o0 ou ov_ou
or Oy Oy Ox

Astfel, determinarea functiei v revine la integrarea diferentialei totale:

ov ov u ou
dv = —d —dy = ——d —dy.
! Ox $+6yy oy x+8xy

Aceasta este o diferentiala totala exacta, deoarece conditia de integrabilitate
2 (—2u) = 2 (24 revine la Au = 0 si este verificatd deoarece u a fost
dy dy dz \Ox
presupusa o functie armonica.

Din acest motiv rezulta ca functia v este data de formula:
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[ ou ou
U(‘T; y) = - aiydx + % |ac=ac0 dy + C

o Yo
constanta reald C fiind arbitrara.

In concluzie, dandu-se partea reala a unei functii olomorfe, functia se poate
determina, 1n afara unei constante aditive pur imaginara.

Considerand cunoscutd partea imaginara v = v(x,y) ca fiind o functie ar-
monica oarecare, functia olomorfa f care sa aiba ca parte imaginara aceasta
functie va fi determinatéa, in afara de o constanta reald aditiva. Aceast fapt
rezultd imediat din relatia: —if(z) = v(x,y) — tu(x,y).

5.5 Interpretarea geometrica a derivatei si transfor-
marea conforma

Consideram functia f definita gi continua in domeniul E. Vom presupune
cd in punctul zy € E functia f este derivabila, deci exista f'(zp).

Mai intai o sa analizam care este interpretarea geometrica a modulului
derivatei in punctul zy. Consideram wy = f(zp). Fie z un punct oarecare din
E si w = f(z) imaginea sa. Consideram vectorii zpz i wow cérora le corespund
numerele complexe z — zg $i w — wy. In virtutea continuitatii functiei f avem
w — wy, cand z — 2. Raportul imaginilor celor doi vectori este dat de
urmatoarea relatie:

_wow| Jw —wol  w —wo

_ f(z) — f(z)

Z— 20

ezl z—2l | z— 2

Datorita faptului ca f este derivabila in punctul zg, rezultd ca p — |f' ()],
atunci cand z — zy. Aceasta limita este dependenta de directia vectorului zgz,
deci pentru z suficient de apropiat de zg, are loc egalitatea:

wow| = [ f(20] |2072] -

Acest lucru inseamna ca, daca se considera un arc rectificabil v care trece
prin punctul zj, sau are o extremitate in acest punct si notam cu ds elementul
de arc in punctul zy, si daca notam cu dS elementul de arc la curba imagine in
punctul wy = f(z) prin transformarea w = f(z) avem % = |f’(z)| aceasta

ds
formula avand loc pentru orice arc ~.
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Astfel putem afirma cd modulul derivatei, |f'(z)|, caracterizeazd defor-
marea dimensiunilor liniare in punctul zy, de aceea, numarul | f'(zo)| poarta si
numele de coeficient de deformare liniara in punctul zy, adicid ne arata in ce
raport se maresc sau se micsoreaza dimensiunile liniare in punctul 2.

In cele ce urmeaza vom vedea care este semnificatia geometrica a argumen-
tului in punctul zo presupunand ca f'(z9) # 0. Pentru aceasta consideram -y
un arc continuu situat in E cu extremitatea in punctul zg, v : I — E, unde
I =10,1], v(0) = 2. Presupunem ci in punctul zy existd o semitangentd la
arcul «y si s notam cu « unghiul pe care 1l face aceasta semitangentd cu axa
reala pozitiva. Aceasta Inseamna ca, alegand pentru argument o determinare
convenabild, exista limita:

lim Arg(z — z9) = limArg [2(t) — 2] .
2—20,2€7Y t—0

Consideram I' imaginea arcului v prin transformarea continug w = f(z).
Cunoagtem ca I' este un arc continuu cu o extremitate in punctul wy = f(2o).
Astfel aratam ca in punctul wy exista o semitangenta la arcul I" i vom evalua
unghiul pe care 1l face aceasta semitangenta cu axa reala pozitiva.

Datorita faptului ca in punctul 2y functia f este monogena vom putea scrie
caw—wy = (z—20) [f'(20) + A] unde A = A(2) — 0, cand z — z.

In aceste conditii avem cit Arg(w — wo) = Arg(z — z) + Arg [f'(z0) + A

Deoarece f'(zy) # 0, existd, Argf'(zo) i sa alegem o determinare oarecare
w alui Argf'(z).

Deoarece A — 0, pentru z — zg, avem Arg[f'(z) + A\] = w cand z — 2.

Avand 1n vedere faptul ca functia f este continua atunci cand z — 2z, de-
a lungul curbei vy punctul w — wy de-a lungul curbei I'. Trecand la limita
in egalitatea de mai sus, rezulta ca exista limita membrului stang al acestei
egalitati si avem:

lim Arg(w —wp) = lim Argw —wo] = o+ w
Z2—20,2€7Y w—wo
ceea ce inseamna ca n punctul wy exista o semitangenta la arcul I" si notand cu
[ unghiul pe care aceasta 1l face cu sensul pozitiv al axei reale, avem adevarata
relatia = a + w.

Aceasta relatie ne arata faptul ca argumentul derivatei In punctul z,
Argf'(zp), in ipoteza c& f'(z) # 0, reprezintd unghiul de rotatie al semi-
tangentei la curba 7 in punctul zy, prin transformarea w = f(2q).

Relatia f = a + w este evident valabila oricare ar fi arcul continuu dar
cu conditia sa existe semitangenta, respectiv tangenta la v in punctul zy. Fie
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atunci v; un alt arc continuu si I'; arcul corespunzator. Notam cu ay respectiv
cu By, unghiul pe care semitangenta (tangenta) la 1 in punctul zg, respectiv
semitangenta (tangenta) la T'; In punctul wy il face cu semiaxa reald pozitiva.
Observand ca w nu depinde ele modul cum z tinde catre zy (deci nu depinde
de arcul continuu ce trece prin z), rezulta ca avem ; = a; + w.

Eliminandu-1 pe w intre aceasta relatie si cea obtinuta mai sus, obtinem
B — ﬁ =0 — Q.

Aceasta ne arata ca unghiul dintre arcele « si v In punctul 2 este egal cu
unghiul dintre T §i 7 In punctul wy = f(z0).

Astfel, daca functia f este derivabila in punctul zg € E i f'(z0) # 0,
atunci unghiul pe care cele doua arce il formeaza in punctul zy se conserva
prin transformarea, w = f(z).

Observatie. Transformarea conforma este o transformare punctuala, care
conserva unghiurile.

Deci transformarea w = f(z) este conforma in punctele z din domeniul E
in care functia f este monogena si f'(z) # 0.

Observatii. 1.Dacd functia f este olomorfa in domeniul E si f'(z) # 0
pentru orice z € FE, atunci ea tranforma conform domeniul £ pe domeniul
G = f(E).
2. Daca functia f este olomorfa gi univalentd atunci ea realizeaza o
corespondenta biunivoca intre punctele domeniului £ si ale domeniului G.
Se va ardta cd in acest caz este indeplinita si conditia f'(z) # 0, deci trans-
formarea este si conforma. Se spune ca functia f olomorfa si univalenta in F
realizeaza o reprezentare conforma a domeniului E pe domeniul G = f(E).
3. Transformarea conforma definita de o functie olomorfa cu derivata diferita
de zero, conserva unghiurile atat in marime cat gi in sens, ea numindu-se trans-
formare conforma de speta I.
4. O transformare conforma care conserva unghiurile in valoare absoluta dar
schimba sensul lor se numegte de speta a II-a. O astfel de transformare este re-
alizata de exemplu de conjugata unei functii olomorfe in D cu derivata, nenula.
5. Dacd f(z) = u(z,u) +iv(x,y) conditia f'(z0) # 0, 20 = xo — iyo nu este
altceva decat conditia ca jacobianul transformarii v = u(z,y), v = v(x,y) sa
fie diferit de zero in punctul (zg, o) € E.

Tntradevér, avem urmatoarea relatie adevarata:

ou  Ou u ou 2 2
D<>’ Hz ‘\<a> +<a> S
Dy |5 5| |5 & | \oe) "\ow

41



42



Capitolul 6

Siruri si serii de functii

6.1 Siruri de functii

Fie (f,), un sir de functii complexe, definite toate pe o aceeagi multime
A C C,. Vom presupune ca aceste functii iau valori finite pe A, f, : A — C.

Definitia 6.1.1. Vom spune cd sirul (f,) este convergent in punctul z € A,
daca sirul numeric (f,(z)) este convergent.

Definitia 6.1.2. Vom spune cd girul de functii (f,) converge simplu sau
punctual pe mulfimea A daca si numai daca el converge in fiecare punct z € A.

Functia f : A — C, definita pentru orice z € A, f(z) = lim f,(z) se

Z—00

numegte limita girului (f,) i putem scrie f,, — f, n — oo.

Observatie. Deoarece girul de functii (f,) este convergent gi are limita
f este echivalent cu afirmatia urmatoare: oricare ar fi € > 0 gi oricare ar fi
z € A, exista N (g, z), astfel incat pentru n > N(eg,2) = |fu(2) — f(2)| < &,
sau, conform criteriului de convergenta al lui Cauchy, cu afirmatia, oricare ar
fi e > 0 gl oricare ar fi z € A, existd N(g,2z): n > N(g,2)sipeN,p>1=
| fran(2) — ful2)] <e.

Se observa aici caracterul local al notiuni de convergenta. Ea nu inseamna
decat convergenta separat in fiecare punct z € A, al girului numeric (f,(2)).
Pentru fiecare valoare a lui z obtinem un alt sir numeric. Chiar daca toate
aceste giruri sunt convergente, ele nu converg la fel. Acest lucru inseamna ca
numarul N(e, z) depinde si de z.

Putem prezenta insa o notiune de convergenta cu caracter global. Acest
lucru este posibil in cazul cand putem alege un numar N care sa nu depinda de
z, deci care sa fie acelagi pentru orice z € A, ceea ce se iIntampla daca gi numai
daca pentru orice € > 0 existd marginea superioard finitd N(¢) = supN (e, 2).

z€EA
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In aceste conditii, pentru orice z € A, numérul N (¢, ) se poate inlocui cu N (¢)
gl In acest caz girul (f,,) se spune ci este uniform convergent pe multimea A.
Putem da deci urmatoarea definitie:

Definitia 6.1.3. Sirul de functii (f,), definite pe multimea A, este uniform
convergent pe A si are limita f dacad oricarui e > 0 putem face sa-i corespundd
un numar N(g) > 0 astfel incit sa avem |f,(z) — f(2)| < € oricare ar fi
n > N(e) si pentru orice z € A. Vom scrie, in acest caz, f, — f.

Conform criteriului lui Cauchy, convergenta uniforma a girului (f,) este
echivalentd cu afirmatia urmétoare: oricare ar fi € > 0, exista N(e) > 0, stfel
incat pentru orice n > N(e) siz € A, pe N,p > 1= |frip(2) — fu(2)] <e.

Observatie. Notiunile de convergentd simpla gi uniforma ale unui sir (f,,)
se pot relativiza la submultimi ale multimii de definitie A. Astfel, vom spune
ca girul (f,,) de functii definite pe multimea A este convergent simplu (respectiv
convergent uniform) pe submultimea B C A, daca girul restrangerilor (f, |B)
este convergent simplu (respectiv convergent uniform).

Notand fp : B — C limita acestui gir, vom scrie ca f, |p — fp i respectiv
fn |B l’ fB-

Evident c& daca sirul (f,,) este convergent simplu (respectiv uniform) gi are
limita f, atunci acest gir este convergent simplu (respectiv uniform) pe orice
submultime B C A gi are limita fp.

Deci vom avea f, — f = fu|p — f|p oricare ar i B C Asi f, = f =
fulp = f|p oricare ar i B C A.

In continuare presupunem c& termenii girului (f,,) sunt functii definite pe
acelagi domeniu D C Cy, deci f, : D — C.

In acest caz se poate introduce notiunea de convergenta uniforma a girului
(fn) pe orice compact K inclus in D.

Definitia 6.1.4. Spunem ca sirul (f,) converge uniform pe orice com-
pact din D daca, oricare ar fi multimea compacta K C D sirul restrangerilor
(fn|K) este uniform convergent.

Daca girul (f,,) este uniform convergent pe orice compact, el este si simplu
convergent gi s notam cu f limita sa. Convergenta uniforma pe orice compact
al girului (f,,) catre f o vom nota f, — f, n — .

Aceasta inseamna ca, oricare ar fi K C D, avem f, | — f|x, sau oricare
ar fi ¢ > 0 i oricare ar i K C D, existd N (e, k) astfel incat pentru orice
n> N(e,k)size K= |f(2) = f(2)] <e.

Evident c& numarul N (g, k) depinde de alegerea multimii compacte K.

Daca sirul (f,,) converge uniform, atunci el converge uniform si pe orice
compact. Reciproca, in general, nu este valabila.
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Conform celor de mai sus, avem urmatoarele implicatii:

=== = ]

Teorema 6.1.5. Daca functiile f, : A — C, n = 0,1,2, ... sunt continue
in punctul a € A, iar sirul (f,) converge uniform, atunci functia limita este gi
ea continud in punctul a.

Demonstratie. Stim ca f, — f. Aceasta inseamni ci pentru orice € > 0
exista un N(¢) astfel incat n > N(e) si z € A = [fu(2) — f(2)] < 5.

In particular, pentru a, n > N(g) avem

€

fala) = fla)] <

Sa fixam un indice n > N(g). Deoarece f, este continud in a, rezulta ca lui
e > 0 1i corespunde un §(e) astfel incat pentru orice:

pEA |z —al <8 = |ful2) — fula)| < g

Deci pentru orice z € A pentru care |z — a| < d, avem:

1f(2) = fla)] < [f(2) = fu(2)| + |fu(2) = fula)| + | fula) = fla)] <

ceea ce arata ca f este continua in a.

Corolar 6.1.6. Daca functiile f,, n =0,1,2, ... sunt continue pe A si sirul
(fn) este uniform convergent, atunci functia limitd f este i ea continud pe A.

Corolar 6.1.7. Daca functiile f,,n =0,1,2, ... sunt definite si continue pe
domeniul D, iar girul (f,) este uniform convergent pe orice compact din D,
atunci functia limita f este continua itn D. Aceasta rezulta imediat din faptul
ca orice punct z € D, are o vecinatate compacta inclusa in D pe care f va fi
continud.

6.2 Serii de functii

Consideram seria Y f; de functii f,, : A — C, unde A C C.

=1
Sumele partiale S,, = fo+ fi+...+ fn, n =0,1,2, ... sunt functii S,, : A — C.
Seria Y f,, este convergenta (respectiv uniform convergenti) dacd si numai
daca girul (S,,) este convergent (uniform convergent). Limita S : A — C a

girului (S,,) va fi suma seriei de functii gi vom scrie S = > f;.
i=1
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o0
Spunem c& seria Y. f; este convergentd (respectiv uniform convergentd)
i=1
pe multimea B C A, daca seria restrangerilor Y (f,|B) este convergenta
(respectiv uniform convergentd). Suma ei va fi definita pe multimea B.

In teoria seriilor de functii se pune in mod natural problema gasirii multimii
maxime B C A pe care seria sa fie convergenta. Aceasta se numeste multimea
maximd de convergentd a seriei Y f,, si este caracterizatd in felul urmétor:
acele elemente z € B = Y f,(z) convergenta respectiv acei z € A — B =
> ful(z) divergenta.

Convergenta uniformd pe multimea B C A a seriei de functii » f, este
echivalentd cu oricare ar fi € > 0, exista N(e) astfel incat pentru orice n >
N(e),z€ Bsipe N, p>1sdavem |fp11(2) + far2(2) + o + fugp(2)] < e.

Folosind criteriul comparatiei de la seriile cu termeni pozitivi, se obtine
imediat urmatorul criteriu de convergenta uniforma pentru serii de functii.

Teorema 6.2.1. Daca ezistd o serie convergentd de numere nenegative
> up §i un rang ng astfel incdt, pentru orice n > ng §i z € B = |fu(2)] < up
atunci seria Y f, este uniform convergentda pe B. Ea este gi absolut conver-
gentd, adicd pentru orice z € B seria, valorilor >, f,(z) este absolut conver-
genta.

6.3 Serii de puteri

Seriile de puteri sunt un caz particular, dar cel mai important in teoria
functiilor analitice de serii de functii in care f, sunt definite prin oricare ar fi
z € C, fu(z) = an2", a, € C. unde a, sunt numere complexe date numite
coeficientii seriei de puteri.

Practic, o serie de puteri se va scrie in felul urmator:

o0
ag+arz+...+a 2" +...= E a,z".
n=0

Prima problema pe care ne-o punem este cea a determinarii multimii de
convergenta a unei serii de puteri. Pentru prima oard Abel a aratat ca aceasta
multime este un disc cu centrul in origine, care se numeste disc de convergenta,
la care este posibil sa se adauge unele puncte de pe frontiera sa. Acest disc se
poate reduce la origine sau poate fi intreg planul C.

Afirmatiile de mai sus se pot deduce din urmatoarea teorema, numita teo-
rema lui Abel:
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o0
Teorema 6.3.1. Dacad seria Y, a,z" este convergentda pentru z = zy, ea va

n=0
fi absolut convergentd pentru orice z, |z| < |zo].
Demonstratie. Vom nota cu rg = |z| si r = |z|. Deoarece seria:

2
ap + ar129 + G225 + ... + anzy + ...

este convergentd, rezulta ca existd un N astfel incat n > N = |a,|r] < 1,
adic |a,| < =
0
S& consideram seria |ag| + |ag| ¥ + ... + |an| 7" + ... .

Pentru n > N avem:
r n
la,|r" < () .
To

Daca r < rg, rezulta ca termenul general al seriei

lao| + |ar|r + ... + |ap| 7" + ...

n
este mai mic decat termenul general al seriei geometrice (%) pentru orice

n > N. Deci seria |ag| +|a1| r+ ...+ |an| 7™ + ... este convergenta pentru r < ry,
adica seria ay + a1z + as2% + ... + a,2™ + ... este absolut convergentd pentru
‘Zl < |ZQ|

Sa determinam raza discului de convergenta care se numeste raza de
convergenta a seriei de puteri.

Pentru aceasta aplicdm seriei |ag|+|a1|r+...4|a,| r™+... criteriul radacinii.

Avem:

Van| r™ = r3/]an].
L = lim {/|a,|-
n—oo

Pentru rL < 1 seria este convergenta, iar pentru L > 1 ea este divergenta,.
Egalitatea rL = 1 nu ne furnizeaza nici o informatie asupra naturii seriei.
S& presupunem ca L # 0 gi L # oo si sd considerdam discul U(0; R), unde
R=1
Pentru |z| = r < R, adicd rL < 1, seria, ag + a1z + ... + a,2" + ... este
absolut convergenta.

Pentru |z| = 7 > R, seria ag+a,2+...+a,2" + ... este divergentd. In adevir,
daca ar exista un zg, |z9| > R astfel ca seria a9 + a1z + ... + a,2™ + ... sa fie

S& notam
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convergenta pentru z = zg, atunci, conform teoremei lui Abel, seria modulelor
ar fi convergentd pentru orice r = |z| < |z|. Cum |z9| > R, putem gési valori
raga ca R < r < |z|. Deci seria modulelor ar fi convergentd pentru r > 1,
ceea ce este contradictoriu.

Rezulta ca U(0, R) este chiar discul de convergenta al seriei ag + a1z + ... +
an2™+.... Daca L = 0, atunci rL < 1 pentru orice r, deci seria ag + a1z + ... +
anz™ + ... converge absolut pentru orice z € C.

Daca L = oo, atunci rL < 1 pentru orice r, deci seria ag+a,2+...+a, 2" +...
este divergenta pentru orice z € C. Daca z = 0 seria este convergenta, avand
suma ag. In acest caz, discul de convergenta se reduce la punctul z = 0.

In concluzie, seria de puteri ag + a1z + ... + a,2" + ... admite ca multime
de convergentd un disc cu centrul in origine (la care se pot adduga si unele
puncte ale frontierei), numit disc de convergenta, a cirui raza, numita raza de
convergenta, este data de formula lui Cauchy-Hadamard:

1 o
7= am Vel
Pentru orice z, |z| < R, seria ag + a1z + ... + a,2" + ... converge uniform.
Pentru R = oo discul de convergenta, este intreg planul C iar pentru R = 0,
el se reduce la punctul z = 0.
Observatie. Se gtie ca daca raportul % are o limita [ cand n — oo,
atunci [ = L, deci In acest caz putem scrie:

= lim ]

‘an+1| R
n—oo ‘an+1|

— = lim ,

R n—o0 |an|
Aceasta formula ne permite sa calculam raza de convergenta a seriei de
puteri in cazul cand exista limita din membrul drept.
Observatie. O serie de puteri converge uniform pe orice compact din discul
sau de convergenta.

o0 J—
S& ardtam ca seria Y a,z" converge uniform pe orice disc compact Uy =
n=0

{z€C:|z|] < R}, Ry < R. Pentru z € U; avem |a,2"| < |a,| R}.

Deoarece Ry < R, seria Y |a,| R} este convergenta si aplicand criteriul de
convergentd uniforma, rezultd ca seria > a,2" converge uniform pe Uj.

Corolar 6.3.2. Suma unei serii de puteri este o functie continud pe discul
de convergenta.

Observatie. Reprezentarea sumei S a unei serii de puteri printr-o serie de
puteri este unica.
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S& presupunem ci pentru orice z, |z| < R, avem:

S(z) = f: a,z" = i b 2",
n=0 n=0

S& notam a, — b, = ¢,. Pentru |z| < R, avem:

o0
E 2" =0
n=0

Facand z = 0, rezulta ¢y = 0. Deci putem scrie:

z(e1+cz+...) =0, |z| < R.

Dacé presupunem ca z # 0, |z| < R, atunci avem:

c+cz+...=0.

Dar suma seriei de puteri din membrul stang este o functie continua in discul
U(0, R) i deoarece are limita 0 in origine rezulta ca si valoarea sa pentru z = 0
va fi nula. Deducem ¢; = 0. Din aproape in aproape rezulta ¢, = 0, adica
ap = by, pentrun =1,2,3, ...

Observatie. Raza de convergenta a seriei derivate este egala cu raza de
convergenta a seriei de puteri initiale.

Fie a1 + 2a92 + ... + na,z" ' + ... seria de puteri derivatd, adica obtinuta
din seria ag + a1z + a22% + ... + a, 2" + ... derivand-o termen cu termen.

Observam ca seria este convergenta sau divergenta odata cu seria:

ai + 2a9z + ... + naz2" 4

Notand cu R’ raza de convergenta a seriei derivate, avem:

1 . . . 1
— = lim {/n|a,| = lim Yn/|a,| = lim /]a,| = —=.
R n— oo n—oo n—oo R
Deci R=R'.
Suma unei serii de puteri este o functie olomorfa in discul de convergenta.

Derivata sumei seriei este egala cu suma seriei derivate.
Fie

S(z) = Zanz", 2| < R
n=0
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gl sd aratdm cd pentru orice z, |z| < R, functia S este derivabila si

o0
= Znanzn_l, |z| < R.
n=0

Punctul z € U(0, R) fiind fixat, sa alegem un R; astfel incat [z| < Ry < R.
Sa consideram discul compact Uy = {h € C: |z + h| < Ry}
Pentru h € Uy,h # 0 putem scrie raportul:

z+h—5(z)

olh) =

- Za" [(z+ R Ty 7.

n=0

Deci ¢ : Uy — {0} — C. Pe de alta. parte, pentru h € U; avem:

|| [(z—i—h)"_l + (z+h)"_2,z+ (z+h)"" 324 4 1] < n|an|R;L_1.

Deoarece seria > na, R este convergents (pentru ci R; < R, iar seria
derivata are raza de convergenta R), rezulta conform criteriului de convergenta
uniforma, ca seria de polinoame in h

Z an [(z4+R)" (24 h)" e+ L+ 2T

este uniform convergenta pe Uy, iar suma ei va fi o functie ¢, : U; — C continui
pe U; si in particular pe punctul h = 0.

Dar: ¢lg;_ oy = ¢, adica h € Uy — {0} = ¢1(h) = ¢(h) de unde rezultd ca
exista limita:

limg(h) = hm¢1 Znan

h—0

Dar

: _ Sz +h) = 5(2)
() = g ===

Deci functia S este derivabila pe punctul z gi avem:

o0
! n—1
S = E na,z"" .
n=1
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Deoarece z a fost ales arbitrar in discul U(0, R), rezulta ca functia S este
olomorfa in acest disc gi derivata ei este egala cu suma seriei derivate.
O serie tayloriana este de forma:

ap+ai(z—a) +ay(z —a)? + ... Fa(z —a)" + ...

Punand ¢ = z — a seria devine:

ap+ a1 +ax(?+ ..+ a

Aceasta este o serie de puteri care admite un disc de convergenta, cu centrul
in origine gi de raza R, {¢ € C: || < R} unde R este datd de formula:

T
7oA Vnlan

Rezulta ca seria Taylor initiala converge absolut si uniform pe orice compact
din discul de convergentd U(a, R) = {z: |z — a| < R}.
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Capitolul 7

Integrala complexa

7.1 Definirea integralei complexe si proprietati

Consideram 7 : I — C un drum continuu, unde I = [a,b] i notdm ex-
tremitétile acestui drum cu o = ~(a) si 8 = (b). Vom nota v = ~(I).
Ordonarea naturala a punctelor din intervalul I induce o ordonare a punctelor
de pe v. Anume, vom spune cd punctul 2’ = v(¢') precede punctul z” = ~(t"),
pe v, dacd t' < t’. Punand z = z(t) = z(t) + iy(t), t € I, punctul z descrie
arcul v de la « la 3, atunci cand ¢ descrie intervalul I de la a la b.

Notam cu 7y~ drumul continuu definit de 4y~ (¢) = (a + b —¢),t € I, cu alte
cuvinte este drumul obtinut din ~ schimband sensul pe parcurs.

Fie drumurile continue v; : Iy — C, v : Iy — C, unde I} = [ay,b],
Iy = [ag, bg] iar a1 = a i by = ag, by = b. Atunci vom nota v = y; U~ drumul
definit de v (t) = 1 (¢) daca ¢ € I, respectiv y(t) = 72 (t) daca ¢ € I.

Drumul v fiind dat, o diviziune d a lui va fi definita de un sir finit de puncte
O = 20, Z1yeeey Zhyeery Zn = B, 2k = Y(tg), unde a = by, t1,...,t,..., t, = b. Vom
folosi notatia d = (zo, 21, ..., 2n). Numarul v(d) il vom numi norma diviziunii
d.

Drumul v este un drum rectificabil daca multimea sumelor

n—1
Z 261 — 2
k=0

corespunzatoare tuturor diviziunilor d ale lui v are o margine superioara finita,
pe care o vom numi lungimea drumului v si o vom nota I(y). Daca ~(t) =
x(t) +iy(t), t € I, se stie ca pentru a fi rectificabil este necesar si suficient ca
functiile t — x(t) si t — y(¢) sa fie continue si cu variatie marginita.
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Sa presupunem ca drumul continuu v este rectificabil gi sa consideram o
functie complexa f definitd gi continud pe v = ~(I). Deci f € C(y). Fie
d = (20,21, 22, -y Zn), 2n. = (tx), 0 diviziune a arcului gi s& notam cu -y, restrictia
lui 7y la intervalul [t, tx11]. Evident &k este un drum continuu cu extremitatile

n—1
2k §1 gy, lar v = J % - Sa alegem céate un punct pe suportul lui g, ¢ € V.-
k=0
Aceasta inseamna c& putem scrie ¢, = v (1) unde 75, € [tx, tri1], £ =0, (n — 1).
Fie suma integrala

Sa =Y _f(Gr) (zes1 — )
k=0

corespunzatoare diviziunii d si punctelor (. Considerand diviziuni din ce in
ce mai fine, adica facand v(d) — 0, vom arata ca sumele S; au o limitd I data

de lim S;=1I.
v(d)—0

Prin aceasta intelegem c& oricare ar fi € > 0, existd un () > 0 astfel incat
oricare ar fi diviziunea d a drumului 7y cu y(d) < ¢ i oricum s-ar alege punctele
Cr € i sd avem | Sy — I] < e.

Pentru a demonstra existenta acestei limite, sa punem:

s iy, ()= uley) +iv (@)
25 = T + WYk, CGr = &k + ik

up = u (§p, M) vk = v (Ep, M) -

Atunci separand partea reala si cea imaginara, putem scrie:

n—1 n

—1
Sa= Y [ug (Tes1 — 2r) = V(Ursr — Ye)] 1)) Vi (@rs1 — 1) Uk (Yrs1 — vr)] -
k=0 k=0

Deoarece drumul ~ este rectificabil, iar functiile reale u = Ref si v = Imf
sunt continue pe 7, rezulta ca cele doua sume reale de mai sus au limita doua
integrale curbilinii. Deci exista lim Sy = I, I = [udz — vdy + i [ vdz + udy.

g B!

Aceasta limita se numeste integrala complexa a functiei f de-a lungul dru-
mului 7 i se noteaza [ = [ f (z)dz.
Deci vom putea scrie ca
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fse

Sunt adevarate urméatoarele proprieté‘gi

L fi, f€C(y :ffl )+ fa(z dz_ff1 dz+ff2

2 FeCt), ke, [kf(=)dz =k [ f(z)ds

SISV '

4. *y 11 UYs, ff )dz= [ f(2)dz+ [, f(2)dz (adivitatea in raport cu

q\

(u+ iv) d:v—|—idy)z/udaz—vdy+i/vdx+udy.
v

¥

drumul de mtegrare)
5.1 f(2) dz‘ < f |f ()| dz unde |dz| = \/(dz)* + (dy)® este elementul de
8!

arc masurat pe v, iar mtegrala din membrul drept este integrala de speta intai
a functjiei reale |f| luata pe .

o0
Corolar 7.1.1. Dacd seria Y, f, de functii continue pe y converge uniform
n=0
pe v §i are suma f, atunci:

/f(z)dzz/y(if,&z)) dz:nZ_1

n=0""7

adica seria se poate integra termen cu termen.

Daca diviziunea d este suficient de fina, putem face ca si conturul poligonal
m sa fie in D, m C D, iar integrala unei functii continue in D luata pe v
sa poata fi aproximata cat vrem de bine cu integrala acestei functii luata pe
conturul poligonal 7. Avem urméatoarea teorema:

Teorema 7.1.2. Daca functia f este continud in domeniul D si vy este un
drum continuu rectificabil situat in D, atunci pentru orice € > 0 putem gasi
un §(e) > 0, astfel incdt pentru orice diviziune d a luiy cu v(d) < §, conturul
poligonal corespunzator acestei diviziuni sd fie situat in domeniul D gi sa avem:

/f(z)dz—/f(z)dz <e.
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Deoarece curba «y este situata in D, va exista un domeniu A compact inclus
in D, A C D, asa incat v C D. S& notam p = p(y,dA), p > 0. Orice disc de
razé p cu centrul intr-un punct oarecare al lui v va fi situat in A.

Sa fixam domeniul A gi sa ludm un € > 0 arbitrar. Pe multimea compacta
A, functia f este uniform continua. Deci lui € ii va corespunde un numir
d; > 0 asa ca pentru orice pereche de puncte 2/, 2” € A, care satisface conditia
|2/ — 2"| < 4, sa avem

1F ()= ()] < =

unde L este lungimea drumului v, L =1 ().

Pe de alta parte, din definitia integralei complexe rezulta ca lui € ii va
corespunde un d, > 0 aga ca pentru orice diviziune d = (zo, 21, ..., 2,) a arcului
v 1n arcele Yo, Y1, -y Yn_1, §1 de norma v(d) < §; s& avem:

[

/f(z)dz—S <3

unde

n—1

S= F (=) (zs1 — 2).-

k=0

Fie 0 = min {p, 01,02} si s& fixdm o diviziune d a arcului v aga ca v(d) <
0. S& notam cu 7 linia poligonald corespunzatoare acestei diviziuni (adica
conturul poligonal cu varfurile in punctele de diviziune ale arcului 7).

Fie 7 laturile acestui contur poligonal (k =0, (n — 1)). Avem

n—1
™ = E T
k=0
Sa aratam mai intai ca m C D. In adevar, daca z € 7, atunci avem

|z — 2| < |2kt — 2] <1(y) <0

Deci |z — 2| < p si avem 2, € 7, rezulta z € A, adica 2z € D; deci 7, C D,
k = 0,(n—1), de unde rezultd m C D. Sa stabilim acum inegalitatea din
enunt. Avem:
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Sa observam ca
() (21 — 1) = /f(zk)dz

deci )
S = Z/ f(z)dz
k=0 ¥ ™k

de unde

z)dz — S f(zr))dz|.

<Z

—|Z/ (zx)] dz

Dar pentru z € 7, avem |z — 2| < § < dy, iar z, 2z, € A deci

£ () = F @l < 5
de unde:
JUE -1 S o —al= S
deci -
Jr@ae-s) <30 =57 1=
de unde Tr

< E.

57




In acest mod am definit integrala complexa pe un arc rectificabil . In
particular, extremitatile arcului pot sd coincidé, adica y(a) = v(b). Vom nota
cu C' conturul rectificabil si vom prezenta cateva proprietati.

1. Integrala [ f(z)dz nu depinde de punctul de plecare ales pe curba C'

c

/f(z)dz:/f(z)dz.

z0 CZ() zZ1 Czl

adica

In adevar, avem:

/f(z)dz:/f(z)dz+ / f(z)dz

20Cz0 2021 21Cz0

de unde rezulta egalitatea de mai sus.
2. Oricare ar fi un contur inchis rectificabil din plan avem:

/dz = 0, respectiv /zdz =0,

c c

3. Daca f(z) = u(z,y) + iv(x,y), iar functiile v §i v sunt continue cu
derivate partiale de ordinul intai continue in domeniul D si daca C este o curba

Jordan rectificabila situatd in D impreund cu interiorul sau, adica (C) C D,

atunci are loc formula
0
/f(z)dz:Qi//aﬁdw,
c ©)

unde dw este elementul de arie.
In adevar, avem:

/f(z)dz:/ud.rfvdy+i/vdx+udy.
C

c C

Deoarece functiile u si v au derivate partiale de ordinul intai continue in
domeniul (C'), putem aplica formula lui Green celor doud integrale curbilinii,
transformandu-le astfel in doua integrale duble. Anume, avem:
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/f(z)dzz—//(gi+gz>da@dy+i//<22—gz>dxdy.

af of of Ou Ov ,((% 8u>
2t =it = —— — i —+ —

0z OJdr Oy Ox Oy ox 0y
de unde rezulta formula de mai sus.

Notiunea de integrala complexa permite sa se scoata in evidenta pro-
prietatile din care vor decurge celelalte proprietati este urmatoarea teorema,
pe care o vom numi teorema fundamentala a lui Cauchy-Goursat.

Teorema 7.1.3. Daca functia f este olomorfa in domeniul simplu conex
D, atunci integrala acestei functii, luata de-a lungul oricarei curbe inchise
rectificabile C, continutd in D, este nuld

/f (z) =0, pentru C C D.
C

Mai intai sa observam ca aceasta teorema se poate demonstra imediat in
ipoteza ca derivata f’ este o functie continua in domeniul D, iar C' este o curba
Jordan rectificabili, situati in D. Intradevir, scriind f (2) = u(z, y) +iv(z, y),
functiile u gi v vor avea derivate partiale de ordinul I continue in D si deoarece
D este simplu conex rezulta ca daca C' C D, atunci si (C') C D. In aceste
conditii se poate aplica formula

/Cf(z)dz//(c) %dw.

Functia fiind olomorfd in D, avem % = 0in D si deci [, f(z)dz = 0si
teorema este demonstrata.

Observatie. Rezultatul lui Goursat este extrem de important, avand in
vedere faptul ca aceasta teorema domina intreaga teorie a functiilor analitice.
Vom vedea mai tarziu ca, bazandu-ne pe aceasta teorema, o functie olomorfa
in D admite derivate continue de orice ordin, deci olomorfia functiei f implica
continuitatea derivatei f’.

Teorema 7.1.4. Fie C' o curba Jordan rectificabila si f o functie definitd i
continud pe domeniul inchis (C) si olomorfd in domeniul interior lui C, adicd

in (C). Atunci:
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JEC
C

Ne vom margini la demonstrarea acestei teoreme in cazul cand curba C' este
stelatd in raport cu un anumit punct 2z (adicd este intalnita de orice raza ce
porneste din zg Intr-un singur punct). Printr-o translatie putem aduce punctul
zo In origine, deci vom presupune zy = 0. Sa facem substitutia urmatoare:

=(1—-p)z, unde0 < p < 1.

Cand z descrie curba C, punctul 2’ descrie o curba C’ interioara lui C
obtinuta din C' printr-o omotetie de modul 1 — p, (0 < 1 —p < 1). Avem

evident:
JEC
C/

si putem deci scrie:

I:/f(z)dz:/f(z)dz—/f(z’
C C el

aceasta formuld fiind valabila pentru orice p, 0 < p < 1. Tinand seama de
substitutia facuta, mai putem scrie:

f=/{f<z>—<1—p>f[<1—p>z]}dz=

/{f (1-p z}dz+,0/f (1 p) 2] dz.

Fie R = max |z|. Deoarece f este continua pe (C), deci si uniform continua,
ze

rezultd cd pentru orice € > 0 putem gasi un 0 (€) > 0, astfel ca:

[f(2) = Fl(L=p) ][ <&,
pentru orice z € C, asa ca |z — (1 — p) z| = |pz| < pR < 0, adica pentru orice
p< i
Sa notam M = maax) |f (2)| si L lungimea curbei C. Atunci, daca p < &
zE

avem |I| < eL + pML. Facand p — 0, deducem |I]| < eL gi cum I nu depinde
de ¢, rezulta
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I:C/f(z)dZZO.

Teorema lui Cauchy-Goursat ramane valabila, daca C' este o curba Jordan
rectificabila continuta in D impreuna cu interiorul sau, adica:

/f(z) dz =0, dacd (C) C D.
c

Daca in interiorul lui C' se gasesc componente ale frontierei domeniului D,
atunci integrala de-a lungul lui C' se poate sa nu mai fie nula, deoarece functia
f poate sa nu mai fie olomorfa in interiorul curbei C.

Consideram o functie f definita gi olomorfa intr-un domeniu simplu conex
D si fie vy si 11 doua drumuri rectificabile situate in D si avand aceleasi
extremitati in punctele 29, 21 € D. Pe conturul inchis C' = 9 U 71 se poate
aplica teorema fundamentala a lui Cauchy-Goursat si deci:

/f(z)dzz/f(z)dz+/f(z)dz:0
¢ 0 "

de unde deducem:
/f(z)dz:/f(z)dz
Yo 7

Aceasta egalitate ne arata ca integrala luata de-a lungul celor doua drumuri
Yo g1 71 de la 2y la z; are aceeasi valoare. Proprietatea este valabila oricum
s-ar alege drumurile rectificabile vy si 1 situate in D si avand extremitatile in
Zp Sl 21.

Rezulta deci ca integrala luata de-a lungul unui drum continuu rectificabil
ce uneste doud puncte zg si z; din domeniul simplu conex D nu depinde de
acest drum, atata timp cat el ramane in domeniul D, ci numai de punctele z
si z1. In acest caz putem folosi notatia:

/ f(z)dz = jf(z)dz = 7f(t)dt.

2021
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7.2 Drumuri omotope

Definitia 7.2.1.Doua drumuri vy st v1, situate in domeniul D, avand ez-
tremitatile comune zg $i z1 se numesc omotope in D cu extremitatile fixe zg, 21,
daca unul din ele se poate deforma in mod continuu in celalalt, fard a iesi din
domeniul D.

Aceasta definitie o putem formula mai precis in felul urmator: Fie 7y,
v, Yx:I — D, unde I = [0,1]. Drumurile vy, 71, vor fi omotope In D cu
extremitatile fixe zp, 21 daca exista, o aplicatie continua ¢ : I x I — D
astfel incat oricare ar fi A € I, ¢ (0,\) = 25, ¢ (1,A) = 2z si oricare ar fi
tGI,‘P(tvO):’YO(t), @(fal):%(t)'

Punénd, pentru A € I, v, (t) = ¢ (¢, \), oricare ar fi t € I, 7y, va fi un drum
continuu in D cu extremitatile zy si z1.

Familia de drumuri continue (y))aes defineste acea deformare continud in
D de la vy la v, despre care a fost vorba mai sus.

Toate drumurile continue situate in D, cu extremitatile zy si 21 , se pot
imparti in clase de drumuri omotope. Integrala de la zy la z; luata pe un
anumit drum continuu rectificabil din D nu-si schimba valoarea cata vreme
acest drum ramane in aceeasi clasd de omotopie.

Dupé cum stim, drumul continuu « : [0,1] — D se numeste inchis daca
7(0) =~(1).

Definitia 7.2.2. Vom spune ca doud drumuri continue inchise din D, vy §i
Y1 sunt omotope in D ca drumuri inchise, dacd ezistd o aplicatie continud,

p:IxI—D

astfel incat oricare ar fit € I,
@ (t,0) =), ¢t 1) =7 ().

In acest caz, pentru orice A € I, drumul 7, definit pentru orice t €
I, 7 (t) = @(t,\) este un drum inchis 7, iar familia (y,),., de drumuri
inchise defineste o deformare continua de la drumul inchis 7y la drumul inchis
Y-

Daca in definitia de mai sus drumul 7, se reduce la un punct, adica aplicatia
1 : I — D este o constanta, atunci spunem ca drumul vy se contracta intr-un
punct in domeniul D sau ca este nul-omotop in D.

Daca f este o functie olomorfa in D, iar drumurile continue inchise rectifi-
cabile vy si 71 sunt omotope in D cu drumuri inchise atunci:
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/f(z)dz:/f(z)dz.

Daca 7, se reduce la un punct, evident ca:

/f(Z)dZZO.

Teorema fundamentala a lui Cauchy-Goursat se poate enunta astfel:
Daca drumul inchis rectificabil C' din D este nul-omotop in D si f este o
functie olomorfa in D, atunci:

/f(z)dz:O.

7.3 Functia primitiva

Fie f o functie olomorfa in domeniul simplu conex D si zy un punct fixat din
D. Daca z este un punct oarecare din D, vom putea defini functia F': D — C
prin:

F)= [1Q)d, =D

integrala fiind luatda pe un drum oarecare rectificabil situat in D cu ex-
tremitétile in zo si z. Pentru orice z € D, valoarea F(z) este univoc de-
terminata, deoarece, dupa cum am vazut, integrala nu depinde de drumul de
integrare. Vom arata acum ca functia I’ este olomorfa in domeniul D si avem:
F'(2)=f(2), z€ D.
Pentru aceasta sa dam lui z o crestere Az asa ca z + Az € D. Vom avea:

z+Az

Fe+Az) = / £(O)dc.

Deoarece integrarea se poate face de-a lungul oricarui drum situat in D cu
extremitatile in zg si z + Az, vom considera, acest drum format dintr-un arc
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C ce unegte zg cu z i segmentul de dreapté, ce uneste z cu z + Az (daca |Az]|
este suficient de mic, acest segment va fi situat in D).
Avem evident:

z+Az z z+Az

ar= [ 1od- [1@a= [ 1o

20 20

Mai putem scrie:

z+Az 2+Az z+Az
ar= [ rod= [ |ro-r@as [ 1o -
) z+Az ! !

- / F(O) = F(2)dC+ £ () Ad].

20

Deci
AF 1 z+Az
T te=5 [ to-re
de unde
‘g_f@‘:mlzl [ r©-rena.

20
Punctul ¢ este situat pe segmentul [z, z + Az|. Functia fiind olomorfa in D,
este In particular continua in punctul z, deci oricarui € > 0 1i corespunde un
d(e) > 0 astfel incat:

|f (€)= f(2)] <e, pentru |[¢ — 2| < [Az| <.
Aplicand formula de majorare, avem:

z2+Az

/ [f(O) = f(2)]dt| <e|Az|, pentru |Az| < ¢

20

deci
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AF
’Az — f(2)| <e, pentru |Az| < d

de unde rezulta existenta limitei:

AF
Am = = Fi(z)=f(2).

Observatie. In demonstratia de mai sus nu ne-am bazat decat pe continu-
itatea functiei f in domeniul D si pe independenta integralei de drum. Astfel
putem enunta rezultatul anterior sub urmatoarea forma:

Daca functia f este continud in domeniul D, iar integrala pe orice con-
tur inchis rectificabil din D este nula, atunci functia F' definita mai sus este
olomorfa in D si F/ = f. Functia I’ este o primitiva a functiei f, deoarece
F' =7

Deci, in conditiile enuntate mai sus, functia f admite o primitiva in dome-
niul D.

Orice altd primitiva ¢’ diferd de F' printr-o constanta aditiva. Tntlraudevéur7
avem ¢/ — F' = (¢ — F)' =0, deci

p—F=c, ¢=F+c

Rezulta ca oricare ar fi o primitiva ¢ a functiei f avem:
[r@da:=o@) -6 =o)L
20

Ca aplicatie sa calculam integrala:

/ dz
z—a

~

unde ~ este un cerc cu centrul in punctul a, integrarea facandu-se in sens
direct. Deoarece functia nu este olomorfa in vecinatate punctului a, teorema
fundamentala a lui Cauchy nu se poate aplica, in acest caz.

Dar functia i este olomorfa in domeniul simplu conex obtinut din planul
C facand o taietura T de-a lungul unui arc simplu care uneste punctul a cu co.
Primitiva functiei ﬁ este Log(z — a), unde pentru functia logaritm alegem o
ramura oarecare care este olomorfa in domeniul simplu conex astfel format.
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Alegand pe v doua puncte zg si z; care nu sunt situate pe taietura T, dar pe
care le vom face apoi sa se apropie indefinit de cele doua borduri ale taieturii,
avem:

21

dz
/zfa =Log(z1 —a) — Log (2 —a) =

z0
=Inl|z —a| +iArg (21 — a) — In|zg — a| — iArg (20 — a) = iZgy21.
Facand punctele zy si z; sa tinda pe  catre punctul in care intersecteaza

taietura 7', obtinem:
dz
/ = 2m.
z—a

~

Daca f e numai continua, In domeniul D, atunci integrala pe un contur
inchis nu mai este in general, nula. Fie zg un punct din D si C o curba
Jordan rectificabild situatda in D impreuna cu interiorul siu adica (C) C D,
iar zy € (C'). Pompeiu definegte derivata, areolard a functiei f in punctul 2,

prin formula:

L 2)dz
D) T

ol
Duw L[ dw
(&)

unde limita se ia relativ la curbele C' care se contracta in punctul zy, adica
diametrul lor tinde la zero, curbele C' continand in interior punctul zy. Daca
presupunem ca partea reala si imaginara a functiei f au derivate partiale de
ordinul T continue In D, atunci am vazut ca:

/f(z)dz-Qi//gJ;dw
c

©)
si
of
Df(z0) _ lim Jie) 3w _9f
Dw [ dw 9z 7T
(©)
Deci, 1n acest caz, derivata areolara in domeniul D este chiar %.
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Capitolul 8

Formula lui Cauchy si aplicatii
ale acesteia

8.1 Formula lui Cauchy

Teorema fundamentala a lui Cauchy-Goursat permite sa se puna in evidenta
o formula care stabilegte o legatura intre valorile unei functii olomorfe luate pe
un contur Inchis si valorile pe care le ia aceasta functie in domeniul limitat de
acest contur.

Fie f o functie olomorfa, intr-un domeniu D si fie C' o curba Jordan recti-

ficabila continuta in D impreuna cu interiorul sau (C) C D. Consideram un
punct oarecare z din interiorul lui C', z € (C) si sa consideram integrala:

luata de-a lungul conturului C' in sens direct. Se vede ca functia de variabila
complexa,

[ Q)
(—z

este olomorfd in domeniul D—{z}. S& trasdm un cerc vy cu centrul in punctul z
si de raza r suficient de mica, astfel ca acest cerc sa fie continut in (C). Curba
(C) fiind omotopd cu « in domeniul D — {z}, conform teoremei lui Cauchy
avern:

(+—
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[£90— [ 19,
¢—=z (—=z

c v
aceasta formula fiind valabild pentru orice r > 0 suficient de mic. Cum in-

tegrala, din primul membru nu depinde de 7, rezulta ca nici integrala din
membrul al doilea nu depinde de r. Mai putem scrie:

[ [ [P s s [HEEE

~y

In virtutea continuitatii functiei f in punctul z, rezulta ca oricarui € > 0
ii corespunde un ry > 0, asa ca |f(¢) — f(z)| < e, pentru orice ¢ € 7 si orice
r < ro. Atunci

/fC d(< 277‘7"—271'6

pentru r < rg.
Cum ¢ este arbitrar, iar integrala, din primul membru al inegalitatii nu
depinde de r, rezulta ca in mod necesar:

JECEC.
v C_Z

& = & =2mif (2
C/g_ZdC—/<_ch—2 7).

Am obtinut in definitiv formula, lui Cauchy

)= o [ £, ze(0)
C

care aratd cd valorile functiei olomorfe f luate in punctele din domeniul (C')
sunt complet determinate daca se cunosc valorile acestei functii pe frontiera C'
a acestui domeniu.

deci
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Observatii. 1. Pe baza formularii intarite a teoremei fundamentale, for-
mula lui Cauchy raméane valabila gi daca f este numai continua pe C' gi olomorfa
in interiorul lui C'.

2. Daca punctul z este exterior curbei C, atunci functia de sub semnul
integral este olomorfa in (C) si deci in acest caz, avem:

/g(_ozdgzo, ze D - (C).

8.2 Integrale de tip Cauchy

Integrala % [ care figureaza in membrul drept al formulei lui Cauchy, poartd
c

numele de integrala lui Cauchy. In teoria functiilor precum si in anumite prob-
leme la limita ale fizicii matematice, un rol important il joacd o generalizare
foarte naturald a integralei lui Cauchy, pe care o vom numi integrala de tip
Cauchy. Numim in acest fel o integrala, de forma:

1 (o)
%i/(—zdc
vy

unde 7y este un drum rectificabil nu neapéarat inchis, ¢ este o functie definita
si continua pe 7, iar z este un punct din complementul lui v, z € C —~v. O
integrala de tip Cauchy se reduce la o integrala a lui Cauchy daca:

a)Conturul v este o curba Jordan rectificabila.

b)Functia ¢ este restrangerea la v a unei functii olomorfe intr-un domeniu
D care contine curba v impreuna, cu interiorul sau.

Un exemplu de integrala de tip Cauchy care nu este o integrala a lui Cauchy
este dat de:

1 ¢
2mi (—z
l¢l=1

dc.

Sa notam D = C — v i sa consideram functia ¢ : D — C, definita pentru

orice z € D prin
1 e
0() =5 [ £
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Vom arata acum ca functia ¢ este olomorfa in deschisul D gi chiar admite in
D derivate de orice ordin care sunt toate olomorfe si se calculeaza dupa regula
de derivare sub semnul integral.

Pentru demonstratie vom considera o integrala de forma:

¢ (¢

wz:/indg,nEN. *

&= &5 ()
v

Fie z € D fixat gi fie h aga ca z + h sa se gaseasca In aceeagi componenta

conexa a lui D ca §i z. Avem:

1
z+n)—1P(2) = — | dC.
bean) v = [0 O] ©
Y
Sa folosim urmatoarea identitate:
1 1 h h?

{—z=n (=2 (-2 (C-28C—z-h

Derivand aceasta identitate de n — 1 ori in raport cu z, obtinem:

1 1 nh 1 1
n n o n +7<_2n+ C_Z_hnpn Cazvh
(C_Z—h) (C_Z) (C*Z> +1 h2( ) ( ) ( )
unde P, (¢, z, h) este un polinom in ¢, z gi h. Aceastad formuld se poate demon-
stra prin inductie.
Tinand seama de aceasta formula, avem:

DEEN V), [ QU L, [ e ORGN
5 € |

h (- )" 2" (=2 —n)"

Sa notam M = max |¢ (¢)|.
cey

Fie ¢ = ¢ (z,() si sa presupunem ca |h| < £. Deoarece P, este o functie
continua in ¢ si h, avem |P,| < M; pentru ¢ € v si |h| < %. Rezulta ca:

=L, L=1(v).

J (=2 p(5)

+1 (C_Z_h)nd< S
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Tinand cont de aceasta delimitare, deducem ca exista:

Yk h) vl _, [ e

¥(z) = lim C—ap 1

h—0 h
S
Pentru n = 1, vedem ca functia

6= [ £

are o derivata in D data de formula:
L [¢(©)
/ —_— ——
¢ (2) = 277i/<—zd<’ z€D.
Y

adica obtinuta prin regula derivarii sub semnul integral.
Dar integrala din membrul drept este de tipul (%) cu n = 2 gi deci exista
derivata a doua:

w2 [ _e(Q)
0 (z>_2m,/(<_z)2d<, 2eD.

Continuand indefinit derivarea, ajungem la concluzia ca functia are in dome-
niul D derivate de orice ordin date de

T omi

o™ (2) = m/@‘”f))mdg, z€D.

Aplicand acest rezultat la formula lui Cauchy:

- ok [ L%
C

¢

ajungem la concluzia ca o functie f olomorfa in interiorul curbei simple rec-
tificabile C' gi continua pe C' admite in interiorul lui C' derivate succesive de
orice ordin care sunt toate olomorfe in (C') si sunt date de:

f(n) (Z)_n!/(f(QdC n=20,1,2,..

- 270 < . Z)nJrl )
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Deoarece pentru orice punct z € D se poate alege un contur (C), (C) C D,
astfel ca z € (C), obtinem in definitiv urmatoarea proprietate importanta a
functiilor olomorfe:

O functie f olomorfa in domeniul D admite derivate succesive de orice
ordin, care sunt toate olomorfe in domeniul D.

De aici rezulta ca partea reala si cea imaginara a unei functii olomorfe in
D sunt functii indefinit derivabile in acest domeniu.

Observatie. Evident ca in cazul formulei lui Cauchy are loc urmatoarea
proprietate la limit& oricare ar fi ¢ € C,

lim f(z) = f(C)

z—(
z€(C)

adica valorile functiei f pe curba C' coincid cu valorile limita din interiorul lui
C.

Se pune In mod natural urméatoarea problema la limita pentru integralele de
tip Cauchy: sa se gaseasca valorile limita ale functiei ¢ (z) pentru z — ¢ €
§i in ce conditii ele coincid cu ¢ (¢).

Daca functia f este definita si continua in domeniul D si daca integrala pe
orice contur inchis C' C D este nula, atunci functia f este olomorfa in D.

Pe baza unei observatii anterioare putem afirma ca functia F' : D — C

definita pentru orice z € D prin
9= [
20

este olomorfa in D, iar F'(z) = f(2).

Dar F' fiind olomorfa in D, rezulta ca si derivata F' = f este olomorfa in
D si teorema este demonstrata.

Observatie. Intrucat proprietatea de olomorfie are un caracter local, este
suficient de aratat ca functia f este olomorfa in orice disc A situat in D.
Deoarece discul A este simplu-conex este suficient ca in ipoteza teoremei lui
Morera sa se presupuna ca f este continua in D gi integrala pe frontiera oricarui
triunghi din D este nula.

Consideram formula:

(= ! / G nH,zG(C).

27rz
c
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Pentru functia f continua pe C, vom pune M = rglacg( f(¢). Notand p =
€
p(z,C)si L=1(C), vom avea:

n! ML
o1 pn+1'

|1 ()] <
Daca C este un cerc cu centrul in punctul z si de raza R, atunci L = 27 R,

p = R si deci:

f(n) Py gn—!M.
() < %

Presupunem ca in formula lui Cauchy

- [ 190
c

(—=z

conturul C' este un cerc cu centrul in z gi de raza R situat impreuna cu interiorul
sau in domeniul D, in care functia f este definita i olomorfa (putem presupune
de altfel cd f este continud pe C si olomorfa in discul (C)). Punénd ¢ =
z4+Re, 0 < 6 avem d¢ = Rie?’. Formula lui Cauchy devine:

27 27
1 : 1
f(z):ﬂ/f(z—&-Rele)dG:%/f(c)dQ.
0 0

Deoarece ds = Rdf, mai putem scrie:
£ = gop [ 101
# = 2R >
c

Aceasta formula exprima aga-zisa proprietate de medie a functiilor olomorfe:
Valoarea functiei olomorfe f in punctul z, care este centrul cercului C', este
egald cu media aritmetica a valorilor acestei functii luate pe cercul C.

8.3 Reprezentarea functiilor olomorfe prin serii Taylor

Consideram f o functie definita si olomorfa in domeniul D sgi fie @ un punct
din D. Punctul a fiind interior, va exista un cerc C' cu centrul in a si de raza

R suficient de micd, astfel ca (C') C D. Aceasta se intampla dacad se alege

R < p(a,0D). Fie z € (C). Avem:
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/
27Z
C

S& punem |z — a| = r. Atunci 3| = & <1sideci putem scrie:
1 1 11
(—2 (—2-(z-a) (—al-=
S SN e S ol
C—a (C—a) (C—a)t

seria de mai sus fiind o serie de functii continue de ( € C g convergenta

uniform pe C. Aceasta proprietate se pastreaza daca inmultim toti termenii

acestei serii cu 5 f (¢). Seria obtinuti se poate integra termen cu termen si
T

_ 1 11 (z—a)" [ f(QdC
f(z)mc/c_a B C/(C—a)"+1+

Tinand seama de formulele care dau derivatele succesive ale integralei lui
Cauchy, obtinem in definitiv dezvoltarea:

zZ—a

fe)=fl@)+ 1 (@) +

Aceasti serie converge absolut si uniform pe discul compact (C), oricare ar
fi R < p(a,0D).

Teorema 8.3.1. Daca f este o functie olomorfa intr-un domeniu D, atunci
oricare ar fi punctul a € D existd un disc cu centrul in punctul a, A(a, R),
astfel incat pentru orice z € A (a, R)

(z—a)"
n!

fa)+ ...+

unde:

£ (a)

Ap = I
n:

Cu alte cuvinte, o functie olomorfa in domeniul D se poate dezvolta, in
serie Taylor In vecinatatea oricarui punct din D.
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Reprezentarea functiei f prin suma unei serii Taylor in discul A(a, R) este
unica.

Pe de alta parte, am vazut ca suma unei serii Taylor este olomorfa in discul
de convergenta.

De aici rezulta ca o functie olomorfa intr-un domeniu D se poate defini
ca functie dezvoltabila In serie Taylor in vecinatatea oricarui punct al acestui
domeniu.

Fie H (A) familia functiilor olomorfe in discul A = A(a, R) si A = {(a,)}

[e o]

multimea tuturor girurilor de numere complexe (a,,) astfel incat seria > a, ("
n=0
sa fie convergenta pentru |¢| < R.

Teorema 8.3.2. Euxistd o aplicatie unicd, bijectiva si liniara L : H(A) —
A, cu proprietatea ca daca f € H(A) si L(f) = (a,), atunci z € A = f(z) =

> a, (2 —a)". Coeficientii a,, sunt dati de:
n=0
_ ™ (a)

n!

ap, .

Observatii. 1. Dezvoltarea in serie Taylor de mai sus are loc in cel mai
mare disc cu centrul In a care este continut in D. Dar seria Taylor din membrul
drept este o serie de puteri ale lui (z—a) care are un anumit disc de convergenta
cu centrul in a si de raza R’ > p(a,0D). Dacd R > p(a,0D), inseamna ca
suma seriei Taylor este definita i in puncte care sunt in afara domeniului D in
care este definita functia f. Aceastd observatie este foarte importanta pentru
a da o metoda de prelungire a functiei f in afara domeniului D, metoda care
va conduce la construirea functiei analitice conceputa global.

2. Fie f o functie rationala, adicd f (z) = 523
noamele P gi () sunt ireductibile.

Fie z1, 29, ..., 2, polil acestei functii, adicd Q(zx) =0, k =1,2,...,m. Am
vazut cd f este olomorfa in C' — {z1, ..., 2, }-

Fiea € C—{z1, ..., Zm} $i ne punem problema de-a dezvolta aceastd functie
dupa puterile lui (z — a). Vom avea:

unde presupunem ca poli-

P(z)
Q(z)

Coeficientii dezvoltarii se pot determina punénd z — a = h, scriind apoi:

f(z) =

=at+a(z—a)+..+a,(z—a)" + ...

Pla+h)=Q(a+ h)(ag+ arh+ ...+ a,h" + ...)
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si egaland coeficientii aceloragi puteri ale lui h din cei doi membri. Pentru
gasirea razei de convergenta a seriei de mai sus se poate aplica formula lui
Cauchy-Hadamard, dar aceasta duce in general la calcule complicate. Sa ob-
servam 1nsa ca aceasta raza de convergenta este egala cu raza discului maxim
cu centrul in punctul a i continut in domeniul C — {z1, ..., 2, }, adicd este
egala cu distanta de la punctul a la cel mai apropiat dintre punctele z1,..., z,,.
Deci, daca polinomul () nu este o serie de convergenta a seriei de mai sus este
totdeauna un numar finit.

In particular, chiar dacd polinoamele P si @ au coeficientii reali, iar @Q(x)
nu se anuleaza pe axa reald, adica functia rationala g este continua pe toata
axa reala, seria:

P) et ot aua” +
= Qo a|x Ap T
Q(x)
va avea un interval de convergenta finit | — R, R unde R = |zy| fiind radacina

cea mai apropiata de origine a ecuatiei Q(z) = 0. In adevar, in acest caz discul
{z :|z| < R} este chiar discul de convergenta al dezvoltarii:

P(z)
Q(2)
Dar din teoria seriilor de puteri se gtie ca seria > a,z™ diverge in afara dis-

cului de convergenta. In particular, seria > a,z™ va fi divergenta pe intervalele
| — o0, R[si]R, 00

=agt+arz+..+a2" + ...

8.4 Reprezentarea functiilor olomorfe prin serii Laurent

Dezvoltarea in serie Taylor a unei functii olomorfe intr-un disc se poate
generaliza, In cazul unei functii olomorfe intr-o coroana circulara, obtinandu-
se dezvoltarea functiei intr-o serie numita serie Laurent care va cuprinde seria
Taylor ca un caz particular. Fie deci functia f definita si olomorfa in coroana
{z: Ry < |z —a] < Ry} si continua pe frontiera acestei coroane, adica pe cer-
curile Cy ={z: |z —a| =Ry} i Co = {2z : |z — a| = Ra}.

Aceasta coroana o vom nota pe scurt (Cy, C3). Fie z € (Cy, C3). Cu
ajutorul unei taieturi de-a lungul unui arc simplu care uneste un punct de pe
C} cu un punct de pe Cs care nu trece prin z, se construieste un domeniu
simplu conex care contine punctul z si in care f este olomorfa.

Aplicand formula lui Cauchy conturului format din C;, Cy si cele doua
borduri ale taieturii avem:
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2mt J (—z
2

PO g [ 190 L [y
C1

S& punem |z — a| = r. Daca ¢ € (4, atunci

z—a r
= = & <1
si putem folosi dezvoltarea:
o 1 B 1 -
(=2 (—a—(:+a) 1-==(-a
1 z—a (z—a)"

—aCap T a T

seria fiind convergent# absolut si uniform pe C;. Inmultind fiecare termen cu
L £(¢) si integrand termen cu termen, obtinem:

2mi
1 [ fQde

2m1 (—z
C1

=ap+a;(z—a)+..+a,(z—a)" + ..

unde

_ 1 [ _
G, /((—a)anC’ n=20,1,....

211
c1

Sa presupunem acum ca ¢ € Cy. In acest caz avem

- R
czal By
z—a r
si deci putem folosi dezvoltarea:
1 1 I
(—2z z—-a—((—a) z-—al —
_ 1 (-a (C—a)""
—_— 2 cee 7,,71 + ces
z—a (z—a) (z—a)
seria fiind uniform convergenta pe Cs. inmult;ind cu % si integrand termen

cu termen, obtinem:
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1 f(Q)d¢  a a_s Gy,
_%/ = + 3+t

unde

/f —a)™td¢,  m=1,2, ...
27m

Am obtinut astfel dezvoltarea in serie Laurent a functiei f In coroana

(Cl, CQ)I

f(z)=..+ a,mm b L +aptai(z—a)+..+a,(z—a)" + ..
(z —a) z—a

unde coeficientii a_,, si a, sunt dati de formulele de mai sus. Sa observam
ca putem exprima acesti coeficienti cu ajutorul unei aceleasi formule. Pentru
aceasta sd observam c& un cerc oarecare C' = {z : |z] = R}, Ry < R < R este
omotop in coroana (Cy, C3) atat cu C; cat gi cu Cy, iar ca functia ¢ — { gf—(i))
care figureaza sub semnul integral este olomorfda in aceasta coroana pentru
orice numar intreg n. Putem scrie deci :

L/ f () d¢
(

21 < — a)nJrl7

iar dezvoltarea in serie Laurent o putem scrie:

n =

400

F& =Y az—a)

n=—oo

Am obtinut deci o dezvoltare a functiei f olomorfe in coroana (Cy, Cy) Intr-
o serie de puteri intregi pozitive sau negative a lui z — a. Aceasta este seria
Laurent care se descompune in doua parti distincte: partea tayloriana formata
din puterile nenegative ale lui z — a si partea principald formata din puterile
negative ale lui z — a. Daca partea principala a seriei Laurent este nula, adica
=0, n=—1,-2,..., atunci seria Laurent se reduce la o serie Taylor, iar
suma acestei serii va fi o functie in discul (C4). S& mai observam c& partea
pr1n01pala se poate transforma Intr-o serie de puterl daca facem substitutia
!

7 == . In adevir se obtine in acest fel seria a_12’ + a_s(2')2 + ...
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Putem arata ca o serie Laurent are ca domeniu de convergenta o coroana
circulara gi converge absolut si uniform pe orice compact din aceasta coroana.

Intradevar, partea tayloriana are ca domeniu de convergenta discul de
convergentd {z:|z —al < Ry} si converge uniform pe orice disc compact
{#z:]z —a| <r; < R;}. Partea principala adusa la forma unei serii de put-
eri va avea un disc de convergenta {z':|2’| < Ry} si converge uniform pe
orice disc compact {z':|2/| <rh < R,}. Deci partea principald converge
pe {z: |z —a|] > R% = Rg} si convergenta este uniforma pe orice multime
{z:]z—a| > 2z > Ry}. Dacd R; > Rs, atunci seria Laurent converge in
coroana {z : Ry < |z —a| < Ry}, convergenta fiind uniforma pe orice coroana
compactd {z: Ry <1y < |z—a|] <r; < Ry}. Suma seriei va fi olomorfa in
aceasta coroana.

Daca R; = R,, seria Laurent poate converge in unele puncte ale cercului
{z:]z—a| =Ry}

Daca Ry < R,, seria Laurent nu converge in nici un punct z € C.

Coeficientul a_; al seriei Laurent joaca un rol special. Pentru a evidentia
acest lucru, sa consideram o curba Jordan rectificabila C' situata in coroana
(C1, C9) si continand punctul a in interior. Deoarece seria converge uniform
pe C, putem s-o integram termen cu termen gi obtinem formula:

/f (2)dz = 2mia_,
c

deoarece

n ;. 0, n#-1
/(z_a) dz_{Qm’, n=-1
C

Coeficientul a_; poarta numele de reziduu al functiei f relativ la coroana
(Cy, Cy).

Dezvoltarea unei functii olomorfe in coroana (Cy, Cs) intr-o serie Laurent
este unica. Aceasta revine la a arata ca daca f = 01in (Cy, Cy), atunci a; = 0
pentru orice k. Pentru aceasta vom considera functia (z —a)~*~1f (2) si o vom
integra pe C'. Obtinem 0 = 2miay, deci a; = 0.

Fie D = (Cy, Cy) = {z: Ry < |z —a| < R} si H(D) familia functiilor

o0

olomorfe in D. Sa notam A = {(a,)nez} cu proprietatea ca > a,(" converge

n=0

pentru |(] < Ry §i Y. a,(™" converge pentru [¢| < R%'

n=—1
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Teorema 8.4.1. Ezista o aplicatie unicd, bijectiva gi liniard L : H (D) —

A cu proprietatea cd daca f € H (D) si L(f) = (a,) atunci z € D = f(z) =
—+o0o

S oan(z—a)".

n=—oo

8.5 Teorema maximului modulului

Teorema 8.5.1. Dacd functia f : D — C, neconstantd, este olomorfd in
domeniul marginit D si continud in D, atunci modulul ei nu isi poate atinge
maximul in D $i deci 7l atinge pe frontiera lui D.

Functia f fiind continua pe compactul D, modulul siu isi va atinge maximul
pe D. Sa notdim M = max |f (2)| = || f||5 si s& presupunem ci ar exista puncte

z€D

din D in care acest maxim este atins. Vomnotacu E ={z € D :|f (z)| = M}.
Conform ipotezei E # (). Daca E = D, atunci ar rezulta | f (2)| = M, z € D si
conform unei proprietati cunoscute a functiilor olomorfe, ar insemna ca f s-ar
reduce la o constanta. Deci £ C D si va exista cel putin un punct 2o € DNOE.
In virtutea continuitatii avem, |f (z)| = M.

Deoarece zy € OF, putem construi un cerc C' cu centrul in zy si de raza
r suficient de mica care sa fie continut Impreuna cu interiorul in D si astfel
ca pe acest cerc sa existe cel putin un punct z; care sd nu apartind mul{imii
E. Atunci |f (z1)| < M. In virtutea continuitatii functiei f pentru un anumit
¢ > 0 convenabil ales (anume ¢ < M — |f (z1)]), putem gasi un arc C; al
cercului C' contindnd punctul z; aga incat z € Cy = |f (2)| < M —e.

Fie Cy = C — C;. Avem z € C, atunci z = z, + re?’. Conform teoremei de
medie a functiilor olomorfe

f(Zo)—271WC/f(Z)d8—QL,C/lf(Z)dSJrC/Qf(Z)dS

unde ds = rdf este elementul de arc pe cercul C. Luand valorile absolute,
deducem:

1 el
— < _— — — -
M =|f(2)| < - (M —e)Li+ ML) =M Sy

unde Ly si Lo sunt lungimile arcelor C si Cs. Inegalitatea obtinuta nu este
posibild. Deci in mod necesar E' = () si teorema este demonstrata.

Lema 8.5.2.(Lema lui Schwarz) Daca functia f definita pe discul com-
pact {z € C: |z| < R} este olomorfd pe discul {z € C: |z| < R} si f(0) =0,
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ar

|/ (2)] < M, pentru|z| < R,

atunct
M , M
[f ()] < 5 12| pentrulz| < R si |[f'(0)] < —-
R R
FEgalitatea | f (2)] = % |z| intr-un punct z, |z| < R, este posibild numai in
cazul functiei f(z) = 45z

Functia f filnd olomorfa in {z € C : |z| < R} se dezvolta in acest disc intr-o
serie Taylor:

f'(0)

f()=FO0) + 2+ 2l < R
Functia ¢ definita pe acest disc prin:
"
p(z) = 1) :f/(0)+fT(0)z+... pentru z # 0
z

s1 p(0) = f'(0) este olomorfa in acest disc. Fie un r fixat, 0 < r < R. Maximul
modulului functiei ¢ relativ la discul compact {z : |z| < r} este atins pe cercul
{z € C:|z| =r}. Deci:

M M
o @1 = LE < 2 peniru a1 < o 0 < 2.
Facand r — R, se deduce:
M M M
()] < o deci [f ()] < lel, 17 O] < %

Dacd pentru un z, |z| < R, are loc egalitatea | ()| = 4%, atunci functia ¢
se reduce la o constanta si deci:

M . M 6
o (z) = ﬁew, adica f (z) = ]; z.

Lema 8.5.3. Dacd f este o functie olomorfa in D, care nu se reduce la
functia 0, atunci zerourile sale in domeniul D sunt puncte izolate.
Un punct a € D se numesgte zero al functiei f daca f(a) = 0.
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Daca in vecinatatea punctului a functia f nu este identic nula, atunci dez-
voltarea sa tayloriana dupa puterile lui (z — a) va avea cel pugin un coeficient
diferit de zero, deci:

® (q
L0 4,

adica 1n vecindtatea punctului a functia f se poate scrie sub forma:

f(z)=a,(z—a)+.., a,

f(z)=(z=0a)"¢(2)
unde ¢(z) = ap + ap41 (2 —a) + ... este o functie definita si olomorfa in
vecindtatea lui a, iar p(a) # 0. S& aratam cd in acest caz punctul a este un
zero izolat. Daca n-ar fi aga, ar exista un gir de zerouri (z,), adica f(z,) = 0si
Zn — @, 2, # a. Atunci in mod necesar ¢(z,) = 0. Deoarece ¢ este continua
in punctul a va rezulta ¢(a) = 0, ceea ce este contradictoriu.

Mai pot exista In domeniul D zerouri pe care le putem numi zerouri infe-
rioare, adica zerouri in vecinatatea carora functia f este identic nula. Domeniul
D 1l vom descompune in urmatoarele doua submultimi: A formata din punctele
z € D pentru care f(z) # 0 gi zerourile izolate din domeniul D; B formata din
zerourile interioare.

Avem D=AUBsgi ANB=0.

Deoarece f nu este identic nula in D, rezultd A # 0. Sa presupunem ca si
B # 0. Atunci, deoarece D este conex, vom avea sau A'NB # () sau ANB’ # ().
Daca ar exista, « € A’ si a € B, atunci « va fi un zero interior si nu ar putea
fi punct de acumulare al multimii A. Daca ar exista un 8 € B’ gi § € A atunci
ar fi un punct de acumulare de zerouri si nu ar putea fi un zero izolat. Deci
in ambele cazuri ajungem la o contradictie ceea ce ne arata ca in mod necesar
B =0 sideci D= A si lema e demonstrata.

In continuare vom prezenta teorema identitatii functiilor olomorfe.

Teorema 8.5.4. Daca functiile f si g sunt definite si olomorfe pe un
domeniu D si daca restrangerile lor relative la o submultime E a domeniului
D care are cel putin un punct de acumulare in domeniul D sunt egale, atunci
functiile f si g sunt egale.

Deci flp =glp = f=g

Pe baza ipotezei E'ND # 04 f(z) = g(z) pentru z € E. Sinotdm F = f—g
care este o functie olomorfa in D §i F'(z) = 0 pentru z € E(F|E=0). Fie
a € F' g1 a € D; deoarece F este continua in punctul «, rezulta F(a) = 0.
Deci a este un zero neizolat al functiei F', ceea ce arata ca in mod necesar
trebuie sa avem F'(z) = 0 pentru z € D, adica f = g.
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Observatii. 1. Teorema unicitatii functiilor olomorfe ne arata ca o functie
olomorfa intr-un domeniu este perfect determinata daca se cunosc valorile ei
pe o submultime a acestui domeniu care are cel putin un punct de acumulare
interior domeniului, de exemplu, un arc de curba.

2. Daca functiile f si g olomorfe in D coincid intr-un punct al domeniului
D, impreuna cu toate derivatele, atunci ele sunt egale. Intradevar in acest
caz seriile tayloriene in care se dezvolta f gi ¢ coincid Intr-un anumit disc cu
centrul in punctul respectiv.
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Capitolul 9

Prelungirea analitica

Fie f o functie definita si olomorfa intr-un domeniu D. O problema naturala
care se pune este de a vedea daca aceasta functie nu se poate prelungi in afara
domeniului D printr-o functie olomorfa intr-un domeniu mai larg, adica de a
vedea daca exista o functie f definita si olomorfa intr-un domeniu D O D
asa incat f|p = f. O astfel de functie, dacd existd, se va numi prelungirea
analitica a functiei f de la domeniul D la domeniul D. Pe baza teoremei
identitatii functiilor olomorfe, o astfel de prelungire, daca exista, este unica.

Fie f o functie olomorfa in domeniul Dy si g o functie olomorfa in D, si
sa presupunem c& Dy N Dy # O sica z € DyND, = f(2) = g(2). In acest
caz, vom spune ca functia g prelungeste analitic functia f din domeniul Dy in
domeniul D, si invers.

Functia fvdeﬁnité pe domeniul D= Dy U D, prin:

~ f(z), zeD
f(z):{ g(2), zEDg

va fi o prelungire analitica atat a functiei f cat si a functiei g.

Pentru a construi o functie analitica oarecare vom porni de la o serie taylo-
riand ap + a1 (z —a) + ... + ap(z —a)" + ... .

Evident, aceastd serie este definitd de punctul a € C gi de sirul (a,) al
coeficientilor. Singura conditie la care este supus sirul (a,) este ca raza de
convergenta a seriei sa fie pozitiva, deci seria va admite un disc de convergenta
A(a, R). Sa notam I' = 0A (a,r) si

S (2) :Zan(zfa)",|zfa| <R.
n=0
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S va fi o functie olomorfa in discul (I').

Perechea ordonata (a,S) o vom numi element analitic. Acest element este
deci perfect determinat de punctul a € C si de girul (a,).

S& alegem un punct b € (T') si sd dezvoltdm functia S in vecinatatea lui b.

Vom avea:

&5 ()

n!

S (2) (z—=0b)".

n=0
Aceastd dezvoltare este valabila in discul maxim (IY) cu centrul in b si
continut in discul (T"), adicd in interiorul cercului I cu centrul in B gi care

este tangent la I', deci de raza R — |a —b|. Dar seria > b, (z —b)" unde
n=0

b _ S(n) (b)

n!

va avea, o raza de convergenta R, care verifica inegalitatile:

R—la—b <Ry <R+la—bl.

Sa notam cu (T'y) discul de convergenta al acestei serii. Punand:

T(z) = an (z=0b)",z € ()

functia va fi olomorfa in (I'). Avem astfel definit un nou element (b, 7).
Deoarece b € ('), iar z € (T') N (T) = S (2) = T () vom spune cé elementul
(b, T) este o prelungire directa a elementului (a,.S). S& observam ca functia 7'
este perfect determinata, daca se cunoagte elementul initial (a,.S) i punctul
b € (T). De aceea vom pune T = S,.

Daca R, = R — |a — bl, functia S, va prelungi analitic functia S in afara
discului (I'). Putem defini functia f: (I') U (I';) — C prin:

_J S(x), ze()
f(z)—{sb(zy ce(Ty).

Vom mai scrie simbolic f = 5 U 5.
Functia f va fi o prelungire analitica a lui S de la (') la (') U (I'y). Vom
presupune acum cia punctul b descrie discul (T'). S& aratam cad functia F =

\ L(JF)Sb, este olomorfd in domeniul D = U(Ty),b € (T).
e

Prin definitie, daca z € U(T}), deci exista cel putin un b € (I') asa ca
z € (I'y) atunci F (z) = Sy (2).
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Pentru ca F' sa fie univoc definita este suficient sa aratam ca, daca con-
sideram doua elemente (b,Sy), (¢,S.) cu (I') N (T.) = A # 0, atunci
z€ A= Sy(z) =S.(2).

Notand R, si R. razele de convergenta ale celor doua elemente avem
\b—c| < Ry + R..

Fie

_ bR.+ chy
R.+ Ry~
Avem o € (I') N A.
Intr-o vecinitate a lui o, V(c), avem Sy |y = S.|y = S|y. Deci Sy |y =
Se v, de unde rezultd ca SpA = S, |4.
S& consideram acum cazul cand pentru un punct b € (T') avem R, = R —
la — b In acest caz, cercul T'y, va fi tangent la cercul I" intr-un punct o.
Punctul o se va numi punct singular, deoarece nu va exista nici o prelungire
a lui S care sa fie olomorfa Intr-o vecinatate a lui 0. In adevar, daca ar exista,
un disc cu centrul in o, (I';) si o functie F' care sa fie olomorfa in (I') U (T',) si
F ’(p) = S, atunci dezvoltarea functiei F' dupa puterile lui z—b ar fi valabila in
interiorul unui cerc IV cu centrul in b si care trece prin punctele de intersectie
ale cercurilor I" ¢i I',. Evident ca discul (I”) este mai mare decat (I'y) si
deoarece F (z) = S(z) pentru z € (T') avem

F(2) =) ba(z—D)".

Deducem cé raza R, nu poate fi raza de convergenta, a elementului (b, Sp).

S& aratam ca pe cercul de convergenta al unui element (a, S) se giseste cel
putin un punct singular.

Intradevar, daca pe I' nu s-ar gasi nici un punct singular, atunci oricare ar fi
punctul z € T se va gési un b € (T'), aga ca z € (T'y). Discurile (T'}) astfel puse
in evidenta formeaza o acoperire a cercului I', din care se va extrage o acoperire

finita. Reuniunea, acestor discuri formeaza un domeniu situat in D = U (I'})
be(T)

si care contine cercul I'. Rezulta ca in domeniul D se poate include un disc cu
centrul in a si de o raza mai mare decat R, ceea ce ar contrazice faptul ca R
este raza de convergentd a elementului (a, S).

Daca pentru orice b din discul (T') avem R, = R — |a — b|, rezultd ca orice
punct de pe I" va fi singular. In acest caz, D = (I') si f = 5, deci elementul
(a, S) nu se poate prelungi in afara discului (T').
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9.1 Prelungirea de-a lungul unui drum

S& notdm cu ¢ multimea tuturor elementelor e = (a,S). Fie v : I — C,
I =[0,1] un drum continuu. O aplicatie 7 : I — &, [ = [0,1] o vom numi
prelungire de-a lungul lui v, daca:

1) oricare ar fi t € [0,1], 7(t) are prima componenta ~(t), adica 7(t) =
(7 (t) ’ St)v
si

2) oricare ar fit € [0,1], exista V(t), astfel incat pentru s € V(t), n(s) sa
fie o prelungire directd a lui w(t).

Sa observam mai intai ca, daca m §i my sunt doud prelungiri de-a lungul lui
7y, atunci sau m = my, sau oricare ar fit € I, m (t) # ma (t). Aceasta rezulta din
faptul ca multimile {¢t € I; 7 (t) = mo (¢)} si {t € I;m(t) # ma(t)} sunt ambele
deschise in 1. Daca amandoud ar fi nevide, am avea o descompunere disjuncta
a multimii conexe I in doua mulfimi deschise, ceea ce este imposibil.

In multimea ¢ a elementelor vom introduce urmatoarea relatie de
echivalenta:

Vom spune cd doud elemente (a, S) si (b, T) sunt echivalente daca exista un
drum v : I — C de la a la b, adicd v(0) = a, v(1) = b si o prelungire 7 de-a
lungul lui v asa ca 7(0) = (a, S) si 7(1) = (b, T).

Ne putem convinge usor ca aceasta este intr-adevar o relatie de echivalenta.

Rezulta ca multimea elementelor € va putea fi impartita in clase de
echivalenta. O astfel de echivalenta va defini o functie analitica.

Cu alte cuvinte, o functie analitica F' va fi conceputa ca o multime de
elemente care sunt echivalente intre ele. Functia f va fi perfect determinata
daca cunoagtem unul dintre elementele sale.

Deci spatiul functiilor analitice este spatiul cat al spatiului € prin relatia de
echivalenta introdusa mai sus.

Fie e = (a, S) un element dat i fiey : I — C, v (0) = a un drum oarecare ce
porneste din a. Pornind de la elementul e, vom Incerca sa efectuam prelungirea
sa de-a lungul drumului 7. Daca aceasta prelungire este posibila, atunci in
punctul y(1) = b vom ajunge cu un element (b,U) echivalent cu elementul
(a,S). Se spune ca punctul b este atins prin prelungire de-a lungul drumului
.

Putem avea insa gi urmatoarea situatie: pe curba vy exista un punct o, deci
pe intervalul I exista un punct 7 cu o = y(7), astfel incat si existe o aplicatie
7 : [0,7] — C ca pentru orice 7/, 0 < 7/ < 7, 7 ‘[077/] sa fie o prelungire a
elementului (@, S) de-a lungul drumului vy, dar nu exista o prelungire a
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acestui element de-a lungul drumului |[07T] . Deci punctul ¢ nu poate fi atins
prin prelungire de-a lungul lui ~, dar orice punct situat pe 7 intre a si v este
atins prin prelungire de-a lungul lui 7. In acest caz, vom spune ca punctul ~y
este un punct singular pus in evidenta prin prelungire de-a lungul lui v. Vom
mai spune ca drumul v este un drum de singularitate. Domeniul de existenta al
functiei analitice generate de elementul (a, S), numit si domeniu weierstrassian,
va fi acoperit de discurile elementelor din clasa, respectiva. Punctele singulare
vor fi acele puncte ale frontierei domeniului de existenta care sunt accesibile
din acest domeniu printr-un drum continuu.

9.2 Functia olomorfa ca parte a unei functii analitice

Fie f : D — C o functie olomorfa in domeniul D. Am vazut ca oricare ar fi
un punct a € D, functia f se poate reprezenta intr-un disc A(a, R) cu centrul in
punctul @, prin suma S a unei serii tayloriene. Deci functia f se va reprezenta
in discul A(a, R) prin elementul e = (a, S), adicd z € A(a, R) = f(2) = S(2).

Se poate ardta ugor ca toate elementele (a,.S), cand a descrie domeniul D,
se gasesc In aceeasi clasa de echivalenta. Cu alte cuvinte, o functie olomorfa
intr-un domeniu D va fi o parte a unei functii analitice.

Intradevar, fie doua elemente (a, S) si (b, U) doud elemente care reprezinta
functia f in vecinatatea punctului @ € D, respectiv b € D.

Fie v : I — D un drum continuu rectificabil situat in D, cu extremitatile a
g1 b. Deoarece p = p (v,9D) > 0 orice element e cu centrul intr-un punct de pe
~ care reprezinta functia f in vecinatatea acelui punct va avea o raza R > p.
Multimea E a acestor elemente va defini o prelungire de la elementul (a, S) la
elementul (b, U), de-a lungul lui 7 in felul urmator: pentru orice ¢ € [0, 1] vom
alege ca 7(t) elementul e € E care are centrul in punctul 7(¢).

Rezulta ca elementul (a,S) si (b, U) sunt in aceeasi clasa de echivalenta.

Conform definitiilor date notiunile de punct atins si de punct singular de-
pind de drumul de-a lungul caruia se efectueaza prelungirea. Deci, chiar daca
un anumit punct este atins prin prelungire de-a lungul a doua drumuri dis-
tincte, s-ar putea ca cele doua elemente obtinute prin prelungire cu centrele in
punctul considerat sa nu coincida.

O functie analitica f este uniforma daca oricare ar fi drumul de prelungire
in orice punct atins se obtine acelagi element. Aceasta Inseamna ca f ia o
valoare univoc determinata, in orice punct al domeniului de existenta. De
aceea domeniul de existenta al unei functii uniforme este un domeniu univalent.

O functie analitica f care nu este uniforma, se numeste multiforma. In acest
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caz, exista cel putin un punct atins astfel incat prin prelungire de-a lungul a
doua drumuri sa obtinem in acel punct doua elemente distincte.

Deoarece toate seriile derivate ale unei serii de puteri au acelasi disc de
convergenta rezulta ca daca functia analitica f este uniforma si are domeniul
de existentd D care este univalent, atunci toate derivatele f’, f”, ... au acelasi
domeniu de existenta, deci si multimea singulara S este aceeasi pentru toate
aceste functii.

Proprietatile de uniformitate, respectiv multiformitate, ale unei functii
analitice sunt proprietati globale, adica privesc functia analitica conceputa
global. Astfel, o ramura a unei functii analitice multiforme ar putea fi uni-
forma.

Numim punct critic din plan cu proprietatea ca in orice vecinatate a acestui
punct o ramura a functiei analitice este multiforma.

Teorema 9.2.1.(monodromiei). Orice ramura a unei functii analitice
corespunzatoare unui domeniu D simplu conex, care nu confine nici o singu-
laritate a functiei analitice, este uniforma, deci olomorfa in D.

Demonstratie. Fie D domeniul simplu conex in care este definita ramura
unei functii analitice §i ey elementul cu centrul in zg € D. Fie z1 € D, 21 # 2.
Trebuie sa araram ca facand prelungirea din zg in z; de-a lungul a doua drumuri
oarecare v si y; din D, ajungem in z; cu acelasi element. Deoarece domeniul
D nu contine puncte singulare, rezulta ca punctul z; este atins prin prelungire
de-a lungul oricirui drum din D. Fie z = v4(t) g1 2 = 11(¢), t € [0, 1] ecuatiile
curbelor vp,71 $i %(0) = v(0) = 20, %(1) = 2. Deoarece D este simplu
conex drumurile vy si 77 sunt omotope In D ca drumuri cu extremitati fixe.
Deci va exista o familie de drumuri v, situate in D cu extremitatile fixe 2z si
z; de ecuatie z = ¢ (¢, A), t € [0,1], functia ¢ : I x I — D fiind continua si
@(07)‘) = %0, 90(17)‘) =2, P = (t,O) =" (t)7 (p(tv 1) = 71(t)'

Conform observatiei anterioare, fiecarui A € [0,1] = I ii va corespunde un
numdr ¢ = 0(A), astfel incat pentru orice A € (A — 0, A + 0) N I, prelungirea
pe v, duce de la ey la acelasi element e; in punctul z;. Sistemul de intervale
(A=39,A+0), A € I, formeaza o acoperire a intervalului compact I gi conform
teoremei lui Borel-Lebesgue, exista un numar finit de astfel de intervale care
acopera pe I. Deoarece aceste intervale sunt deschise, doua consecutive trebuie
sa aiba puncte comune. De aici rezulta ca pentru doud astfel de intervale,
prelungirea pe yA trebuie sa duca in 2, la acelasi element. Cum avem numai un
numar finit de intervale din aproape in aproape, deducem ca pentru orice A € [
prelungirea pe v\ duce la acelasi element in z; si teorema este demonstrata.

Teorema 9.2.2. (Poincaré-Volterra). O functie analiticd nu poate avea
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intr-un punct atins al ei decdt cel mult o infinitate numdrabild de determinari.
Aceasta inseamnd cd toate elementele al caror centru se proiecteazd in acelasi
punct din plan nu pot fi decat cel mult o infinitate numdarabild.

Demonstratia acestei teoreme este bazata pe observatia ca pentru a obtine
toate elementele cu centrul z, este suficient sa facem prelungirile numai de-a
lungul liniilor poligonale ce unesc punctele zq si z;. Mai mult, aceste linii polig-
onale pot fi alese astfel incat varfurile lor sa aiba, coordonate rationale. Dar se
poate vedea ugor ca multimea tuturor acestor linii poligonale este numarabila,
de unde rezulta enuntul teoremei.
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Capitolul 10

Singularitatile ramurilor
uniforme ale functiilor analitice

10.1 Puncte speciale

Consideram D un domeniu care definegte o ramura uniforma f a unei functii
analitice.

Punctul a € D este ordinar pentru f daca existd un element al lui f cu
centrul pe a, (a,5), f(z) = S(z), adicd dacd existd o vecinatate a acestui
punct in care f este olomorfa.

Daca a este ordinar pentru f i dacd f(a) # 0, atunci a este ordinar gi
pentru functia % Intradevir in acest caz existd o vecinitate a punctului a
in care S(z) = f(z) # 0 si deci in aceasta vecindtate % = é va fi o functie
olomorfa. Functia % se obtine din elementul (a, +) facand prelungirile in lungul
drumului din D.

Punctul @ € D este un zero al functiei f daca este ordinar pentru f si
f(a) = 0. Daca f nu este identic nuld, atunci zerourile lui f sunt puncte
izolate, iar In vecinatatea unui astfel de zero functia f se poate scrie sub forma
f(z) = (z —a)Pp(z),p > 1 unde ¢ este o functie olomorfd in vecinitatea lui
a gi p(a) # 0. Dacd p = 1, atunci z = a este un zero simplu iar daca p > 1,
atunci z = a este un zero multiplu de ordinul p.

Vom nota cu G multimea punctelor ordinare din domeniul D si formeaza
un domeniu.

Conform definitiei data anterior, un punct a € D este singular pentru f
daca nu este ordinar si este accesibil din G printr-un drum continuu rectificabil.
Daca notam cu S multimea punctelor singulare din D ale functiei f §i A =
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D — @G, atunci S este formata din acele puncte ale frontierei lui A care sunt
accesibile din G.

Astfel un punct singular nu este ordinar, dar este punct ele acumulare de
puncte ordinare.

Un caz simplu de singularitati, dar cel mai important, este cel al punctelor
singulare izolate.

Punctul singular z = a € D este singular izolar daca exista o vecinatate a
sa In care nu se mai gaseste nici un punct singular al functiei f diferit de a.

Sa observam ca daca S este formata numai din puncte izolate, atunci avem
S =A =D — (G, deoarece in D, neexistand alte puncte singulare decat cele
izolate, fiecare punct din A va fi izolat, deci accesibil din G.

Instrumentul de baza pentru reprezentarea si studiul comportarii ramurii
uniforme f in vecinatatea unui punct singular izolat 1l constituie seria lui
Laurent.

Dacd z = a € D, a # oo este un punct singular izolat pentru f, atunci exista
o coroand circulara (C,+) cu centrul in punctul a in care f sd fie olomorfa,
deci se poate dezvolta in serie Laurent:

f) =) alz—a),

care converge absolut gi uniform pe orice compact din aceasta coroana. Pre-
supunand ca nici pe cercul C' nu exista alte puncte singulare, deci C C G,

atunci
1 f(2)
n==— | ———=—dz.
o / (z —a)rt! :

C

Cum dezvoltarea de mai sus este valabila oricat de mica ar fi raza cercului
v, rezulta ca, facand pe r — 0, ea raméne valabila, seria Laurent fiind absolut
gl uniform convergenta pe orice compact in coroana (C,a) = (C) — {a}. Deci
seria Laurent de mai sus reprezinta functia f pentru z € (C,a). S& observam
ca, daca z = a este ordinar, atunci a, = 0 pentru orice n < 0 §i reciproc.
Teorema 10.1.1. (Cauchy-Riemann). In vecindtatea unui punct singu-
lar izolat, o ramura uniforma f a unei functii analitice nu poate fi marginita.
S& presupunem c4 existd un M > 0 si un disc A(a, Ry) astfel ca:

x € Ala, Ry) = | f(2)] < M.
Atunci pentru orice R < Ry avem |f(z)| < M, pentru |z — a| = R.
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Luénd raza cercului C' egald cu R, deducem:

i 2R n %
o Rn+1 Rn‘

Facand R — 0, deducem a, = 0 pentru n < 0, ceea ce arata ca punctul
z = a este ordinar, contrar ipotezei.

lan| <

Deci daca ramura uniforma f este marginita in vecinatatea lui a, atunci a
este ordinar. Invers, daca z = a este ordinar pentru f, atunci f este marginita
in vecinatatea lui a i avem evident f(z) — f(a) pentru z — a, f(a) # oc.

O consecinta imediata, a teoremei lui Cauclhy-Riemarm este urmatoarea:

Dacé z = a este un punct singular izolat pentru ramura uniforméa f, atunci
exista un sir (2,) C G, 2z, — a astfel incat f(z,) — oo. Deci putem avea
urmatoarele doua cazuri:

a) exista limita lim f(z) = oo;

zZ—a

b) nu existd limita de mai sus.

In primul caz suntem indreptdtiti sa atribuim functiei f valoarea oo in
punctul a, deci f(a) = co. In acest caz, punctul singular izolat a se numegte
pol.

In cazul al doilea nu putem atribui nici o valoare functiei f in punctul a.
In acest caz, punctul singular izolat se numeste punct singular esential izolat.

Sa presupunem ca z = a este un pol pentru ramura uniforma f.

Sa aratam, in primul rand, ca in acest caz punctul a este un zero pentru
functia ¢ = <. Intradevar a fiind un pol pentru f, existd o vecinatate V(a)

|

asa ca V7 (a), f si fie olomorfa si |f(z)] > 1 pentru z € V(a). Functia g
va fi evident olomorfd in V'~ (a). Dar |g(z)| < 1 pentru z € V(a) si conform
teoremei lui Cauchy-Riemann, punctul z = a va fi ordinar pentru g. Deoarece
g(z) — 0 pentru z — a, g(a) = 0, adica a este un zero pentru %

Invers, daca z = a este un zero pentru g, atunci el va fi un pol pentru ; = f.

Intradevir, in acest caz avem in vecinitatea lui a, g(2) = (z —a)Po(2), ¢(z) #

0, o olomorfa in a, deci f(z) = ﬁ = (Zw_(z))m Y(a) # 0, 1 olomorfa in a.

De aici rezulta f(z) — oo, cand z — a. Deci un pol poate fi caracterizat
prin urmatoarea proprietate: Pentru ca punctul a sd fie un pol pentru ramura
uniforma f este necesar si suficient ca el sa fie un zero pentru functia %

Putem acum introduce notiunea de ordin de multiplicitate al unui pol.
Anume, vom spune ca a este un pol de ordinul p al functiei f, daca el este un
zero de ordinul p al functiei %
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Dacé a este un pol de ordinul p al functiei f, atunci In vecinitatea redusa
a lui a functia f va avea, reprezentarea:

U(2)
z)=—""—, Y(a 0
1) = 2 vta) #
¢ fiind olomorfa in vecinatatea lui a si invers, daca functia va avea
reprezentarea locala de mai sus, atunci a va fi un pol de ordinul p.
Sa vedem care este structura dezvoltarii Laurent in vecinatatea unui pol de

ordinul p. Scriind:

zZ—a

U(z) = bla) + 2,

obtinem pentru f dezvoltarea:

Y'(a) + ...+ -a" ;!a)nw)(a) R

A_ A_

unde A_, # 0.

Se vede ca, in acest caz, partea principala a dezvoltarii Laurent a functiei
f contine un numar finit de termeni, iar coeficientul lui (z — a)" este diferit
de zero.

Aceasta proprietate caracterizeaza polii, adica, reciproc, daca in vecinatatea
unui punct singular izolat ramura uniforma f are dezvoltarea de mai sus, atunci
punctul a este un pol de ordinul p pentru f. Intradevar, in acest caz avem:

(z—alPf(z)=A_,+A_pu1(z—a)+...=¢(z) deci

¥(z)
f(Z) - (Z _ a)p7 w(a) 7é O>
1) olomorfa in a.

Fie a un punct singular esential izolat pentru ramura uniforma f. Atunci
dezvoltarea Laurent in vecindtatea lui a va avea partea principala formata
in mod necesar dintr-o infinitate de termeni, adica va exista un gir infinit de
numere naturale (u,,) asa ca A_,  # 0.

Aceasta proprietate va caracteriza punctele singulare esentiale izolate.

Dacd punctul a este singular esential izolat pentru f, se pune problema ce
va fi el pentru functia g = % In primul rand, sa observam ca el nu poate fi
ordinar, deoarece, daca ar fi ordinar pentru g si g(a) = 0, atunci a ar fi pol
pentru f. La fel se constata ca nu poate fi pol pentru g deoarece ar fi ordinar

pentru f. Raman urmatoarele doua posibilitati:
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1)dacd a nu este punct de acumulare de zerouri pentru f, atunci el va fi
singular esential izolat pentru %;

2)dacd a este punct de acumulare de zerouri pentru f, atunci el va fi un
punct de acumulare de poli; in acest caz, el nu va mai fi un punct singular
izolat; el va fi un punct singular esential neizolat si anume punct de acumulare
de poli. Va exista o vecinatate a punctului a astfel incat in V'~ (a) sd nu existe
alte singularitati ale lui f decat poli.

Sa observam ca teorema lui Cauchy-Riemann se pastreaza si in acest caz si
evident, consecinta sa: daca a este un punct de acumulare de poli pentru f,
atunci exista un sir z, — a, f(z,) = oo adicd f(z,) — oc.

Un punct singular esential izolat a este caracterizat prin faptul ca nu exista
limita functiei f in punctul a. Aceasta inseamna ca putem pune in evidenta
cel putin doud siruri (2,,) si 2, 2z, — a, 2z, — a, astfel incat sirul (f(z,)) si
(f(2})) s& aiba limite diferite. Se pune in mod natural problema de a vedea
care sunt toate punctele limita posibile ale girurilor (f(z,)) cu z, — a.

Teorema 10.1.2. (Weierstrass-Sohotki). Dacd punctul a este singular
esential izolat pentru ramura uniforma f a unei functii analitice, atunci oricare
ar fi A € C exista un sir (z,), zn — a asa ca f(z,) — A.

Altfel spus intr-un punct singular esential izolat, o ramura uniforma a unei
functii analitice este complet nedeterminata.

Daca A = oo, teorema este evident adevarata. Fie A # oo. Atunci f —a
admite de asemenea pe a ca punct singular esential izolat. S& consideram
functia F' = ﬁ

Punctul @ va fi pentru F' un punct singular esential, izolat sau punct limita
de poli. Deci va exista un gir z, — a astfel ca F(z,) — oo, de unde rezulta
f(zn) — A

Teorema 10.1.3.(Picard). Daca a este singular esential izolat pen-
tru functia analitica uniforma f, atunci in orice vecindatate a acestui punct
functia f ia orice valoare finita afarda poate de o singurd valoare numitd val-
oare exceptionald.

In cazul unui punct singular esential neizolar, desigur ca nu mai poate fi
vorba de dezvoltarea functiei in serie Laurent in vecinatatea unui punct.

Cel mai simplu tip de punct singular esential neizolat este punctul ele acu-
mulare de poli in care caz teorema lui Weierstrass-Sohotki se pastreaza. Teo-
rema lui Picard este valabila cu doua valori exceptionale in locul uneia din
cazul punctului singular esential izolat.

Un alt caz de singularitati neizolate este cel al liniilor singulare. Vom da
ca exemplu cazul unei serii, element de functie analitica care admite cercul
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sau de convergenta ca linie singulara. Aceasta Inseamna ca elementul nu se
poate prelungi peste cercul de convergenta si deci functia analitica respectiva
se reduce la acest unic element.

10.2 Functii analitice uniforme in planul complex

1. Functii intregi. Vom lua drept domeniu D in care consideram o
ramura uniforma f chiar planul C. Evident ca cele mai simple functii analitice
uniforme vor fi acelea care nu au puncte singulare in C. Acestea sunt functiile
intregi.

Daca f este o functie intreaga, ea va fi data de dezvoltarea:

f)=a +a1z+ ... +a,2"

care va converge in intreg planul C, adicad vom avea lim {/|a,| = 0. Deci o
n—oo

functie intreagd poate fi reprezentata de un singur element al sau care e o serie
intreaga convergenta in intreg planul C.

Pentru a studia natura punctului de la infinit adica in cazul cand planul C
se 1nlocuiegte cu C pentru o functie intreaga, vom face schimbarea { = = . In
acest caz, avem:

1 aq
¢(<)=f(>=ao+ TR
¢ ¢ ¢
ceea ce arata ca pentru ¢ punctul ¢ = 0 poate fi ordinar, daca a, = 0,
n = 1,2,3,..., pol, daca a,, = 0, pentru n > m sau punct singular esential

izolat, dupa cum f este o constanta, un polinom de gradul m sau o functie
transcendenta intreaga, adica dezvoltarea sa tayloriana are o infinitate de ter-
meni.

Teorema 10.2.1. (Liouville). Orice functie intreagd marginitd in intreg
planul se reduce la o constantd.

Fie f intreagd si s presupunem cd z € C = |f(z)| < M.

Fie cercul C, = {z € C: |z| = r} si sa punem:

M(r) = max |f(z)|.

zeCyr

Avem r > 0= M(r) < M. Din formula:
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1 f()
n = 2mi / zntl dz

deducem |a,| < J\/ﬁ(r) deci |a,| < M.

Facand r — oo, obtinem a,, = 0, n = 1,2, ..., deci f(z) = ay, oricare ar fi
z € C.

Generalizare. Sa presupunem ca, pentru orice r > 0, are loc inegalitatea
M(r) < Mrp.

Atunci |a,| < =% i ficand 7 — oo obtinem a,, = 0 pentru orice n > p.
Deci, in acest caz f se reduce la un polinom de grad cel mult p.

Acest rezultat aratd ca dacd f este o functie intreaga, atunci M (r) tinde la
400 mai repede decat orice putere a lui r.

2. Functii rationale. Deoarece cele mai simple singularitati sunt polii, ne
putem pune problema de a caracteriza acele functii analitice uniforme care in
C nu au alte singularitati decat poli. Sa observam, in primul rand ca acestia
sunt neaparat in numar finit, cici altfel ar avea un punct de acumulare care
nu va putea fi punct ordinar sau pol.

De altfel, functiile cu proprietatea de mai sus sunt chiar functiile rationale,
dupa cum rezulta din urmatoarea teorema:

Teorema 10.2.2. Conditia necesara si suficientd ca o functie analitica wni-
forma f sa nu aiba in C alte singularitati decat poli este ca ea sd fie rafionald.

Sa demonstram intai suficienta.

Fie f(z) = gg; o functie rationala unde polinoamele P gi ) se presupun
ireductibile. Fie

Pz)=apz™ + ...+ ap, Q(2) =Foz" + ... + Ba-

Daca a este un zero de ordin p pentru @, adica Q(z) = (2 — a)?Q1(z),
Q1(a) # 0 atunci avem in vecindtatea redusa a lui a:

72 = YD @) £0

(z—a)p

deci a este un pol de ordin p pentru f.

Orice punct z € C, unde Q(z) # 0, este un punct ordinar pentru f, deoarece

P

L va fi olomorfa intr-o vecinitate a acestui punct, deci si Gk

Q
Pentru a studia natura punctului z = oo, vom face schimbarea z =

1
¢
Avem:
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C) 0" Bt t Bul”

ceea ce arata ca pentru m > n, ( = 0 pentru ¢, deci z = co pentru f este un
pol de ordinul m — n; pentru m < n, ( = 0 pentru ¢, deci z = oo, pentru f
este un punct ordinar, el este chiar zero de ordin n — m, daca, n > m.

Rezulta ca o functie rationala nu poate avea in C ca singularitati decat poli,
in numar finit.

Pentru a demonstra necesitatea conditiei, sa presupunem ca f are in C ca
singularitdti numai poli (in numar finit). Facind schimbarea ¢ = ﬁ, unde
a e un punct ordinar, putem reveni totdeauna la cazul cand punctul co este
ordinar. Fie deci ay, ..., a; polii lui f situati in C.

Noténd cu Ry (z) partea principald a dezvoltarii Laurent a lui f in jurul lui
ay, vom considera functia:

f<1> 1 a0+...+amﬁm:@(<)’

9(z) = f(z) = D Ru(2)

care evident ca nu va mai avea nici o singularitate in C, deci va fi intreaga. Pe
de alta parte, punctul oo este ordinar intrucat orice R; nu are alta singularitate
in C decat ai. Rezulta ca g este o constanta, deci f o functie rationala.

3.Functii meromorfe. Numim functie meromorfa orice functie analitica
uniforma care in planul C nu are alte singularitati decat poli. Desigur ca
functiile intregi, pe de o parte, si functiile rationale, pe de alta parte, sunt
cazuri particulare de functii meromorfe. Punctul oo pentru o functie mero-
morfa poate fi ordinar, pol sau esential, izolat sau punct de acumulare de
poli.

Deoarece polii sunt puncte singulare izolate, rezulta ca o functie meromorfa
nu poate avea in C decéat cel mult o infinitate numarabila de poli care se vor
acumula In mod necesar la infinit.

4.Functie meromorfa intr-un domeniu este o ramura analitica uni-
forma corespunzatoare acestui domeniu, care admite ca singularitati in acest
domeniu numai poli. Acestia pot fi si un numéar finit sau o infinitate
numarabila, dar in acest din urma caz ei se acumuleaza In mod necesar pe
frontiera domeniului.
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Capitolul 11

Teorema generala a lui Cauchy
si aplicatii

11.1 Indexul unui drum

In acest capitol ne referim doar la drumuri partial netede, adica functii
continue v : [a, 8] — C, o, 3 € R pentru care exista o diviziune A = {« =
To < 11 < ... < x, = O} a intervalului [, 8] astfel incat v|[zg_1,xx] este
drum neted, pentru k = 1,2,...,n. Vom nota S(y) = 7|[«, 3] suportul unui
asemenea drum -, iar lungimea lui 7 este in acest caz numarul

8
Ly) = / ().

De asemenea, dacd f : S(y) — C este o functie continua atunci

B
/ f(2)dz = / £ (/1) 7 ().

Fie v un drum inchis partial neted si @ € C, a ¢ S(7y). Vom nota prin (7, a)
valoarea integralei

1 dz

I(a):= omi | z—a

Y

(11.1)

Propozitia 11.1.1. Pentru orice drum inchis partial neted v i a € C\S(7),
I(v,a) este un numar intreg.
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Demonstratie. Presupunem v : [o,3] — Csifiea =29 < 21 < ... <
xn, = [ astlel cd v, = v|[xk_1, 2x] este un drum neted, k = 1,...,n. Consideram
a € C\ S(v) si functiile fy : [xx_1, k] — C definite prin

t

fe®) = / %Zé)(s_)ads (xp1) <t <z 1 <k <n.

Tp—1

Atunci fk(xk,1) =0, fk(xk) = zd—za i
Tk

fi(t) = %’(yz%)@—)a (wp—1 <t < ).

Folosind aceasta ultima relatie obtinem

d
dt

adica e~/* (v, — a) este functie constanta pe [r)_1, z;]. Prin urmare
D ap) — 0) = () —a = ¢ o) — a)
pentru orice k = 1,2,...,n. De aici rezulta succesiv

(@) = R0 (1) — a) = e ) o 1) — )
= ... = e—fl(xl)—fz(xz)—-~-—fn(xn)(W(IH) —a)

(v(a) —a) - exp ( ka Tk ) )

intrucat y(z,) = v(6) = v(«). Rezulta exp <— > fk(mk)> =1, i deducem ca
=1

/z_a—Z/Z_a—ifk(m:zmm,

pentru un anumit numar intreg m.

Numaérul (7, a) are si o semnificatie geometrica la care ne referim in con-
tinuare. Intai reamintim citeva fapte privind functia argument.

Pentru orice z € C* = C\{0} exista 0 € R astfel incat

[ —a)] = e Py = fi- e (m —a) =0

I
cosf = @, sinf = —=. (11.2)
2| E
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Notam Arg z := {0 € R : f-verifica (11.2)} si orice element al multimii Arg z
se numeste argument al lui z. Din (11.2) rezultd ca orice doud elemente ale lui
Arg z difera printr-un multiplu intreg de 27.

Aplicatia Arg : C* — P(R) de variabild complexa cu valori submultimi
de numere reale datd de corespondenta z —— Arg z, se numeste functia
argument. Aceasta poate fi consideratd ca o functie multivoca (multiforma),
iar valorile ei se descriu astfel:

Arg z=A.NDB,
unde

|2

A, = {j:arccosR + 2nm : neZ}

I
B, = {(—1)k arcsin% +kr:ke Z} :
z

Observa‘gie Pentru orice z € C* multimea Arg zN(—m, 7] este unipunctuala.
Intradevir, deoarece arccos R”’ € [0, 7], avem

Re
—7m < & arccos + 2nm <7

2|

daca gi numai daca n = 0, de unde rezulta ca

R
A, N (—m 7] = {:I: arccos |e|z} :
z

Pe de alta parte, cum arcsin 1"“‘2 € [—%, g] avem

oo Im 2z oo Im 2z o Im 2
B, N (—m, 7] = qarcsin ——, 7 — arcsin ——, sau — 7 — arcsin —— .
2| El |2]
Deoarece A, N (—m, 7] contine doud valori, una pozitiva gi una negativa, iar
B, N (—m, 7] contine doud pozitive (dacd Im z > 0), ori doud negative (daca
Im z < 0), avem c& A, N B, N (—m, 7] are cel mult un element. Putem avea:

Re z arcsmH7 Rez20,Imz>0
arccos =
2| T — arcsin MZ, Rez<0,Imz=20"
sau
Re 2 arcmnll, Rez>0,Imz=<0
— arccos —— =
|2] —7 — arcsin h‘z‘z, Rez2£0, Imz<0
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Rezulta ca intersectia Arg zN(—m, 7] constd dintr-un singur punct notat arg z
i care se numeste argumentul principal al lui z. Din cele de mai sus urmeaza
ca

arccos Pil;’ Imz>0
arg z = —arccos ==, Imz <0
arcsin hlj‘z, Rez>0
si
) m—arcsin IIII;JZ’ Rez<0,Imz=20
WIZ=Y —r - arcsin T Rez<0,Imz<0 °

Deducem astfel ca functia arg : C* 3 z — arg z € (—m, 7] este continud pe
C cu exceptia semiaxei reale negative i in continuare notam

argo :=arg|C\{z e R: 2 < 0}.

S& mentiondm c& dacd consideram argumentul lui z din [0, 27) in locul lui
arg z, atunci aplicatia corespunzatoare este continua pe C exceptand semiaxa
reala pozitiva.

Acum putem arita
Teorema 11.1.2.Fie v : [a, 3] — C\ {0} un drum. Atunci exista o functie
continud f : [a, f] — R, astfel cd pentru orice t, f(t) este un argument al lui
~(t). Orice doud astfel de functii diferd printr-un multiplu intreg de 2w. Dacad
to € [, B8] si 0 € Arg v(to), atunci existd o unicd functie fo (ca mai sus) cu
folto) = 0.

Demonstratie. Presupunem intai ca drumul « este definit pe [0, 1]. Fie
e =inf {|y(t)] : t € [0,1]}. Cum ~v(t) # 0 pentru orice ¢ si [0, 1] este compact,
rezultd € > 0. Apoi, deoarece vy este uniform continua pe [0, 1], exista n natural
aga Incat pentru ¢,s € [0,1] cu [t — s| < 1/n sa avem |y(t) — v(s)| < e.
Impértind in ultima inegalitate cu |y(s)| # 0, obtinem |y(t)y(s) ™' —1] < 1, de
unde rezultd ca v(t)y(s)™! nu este un numar real negativ si deci el apartine
domeniului functiei continue argy.

Fie ¢ € Arg v(0). Definim functia h; :

ha(t) = €+ argo (x(D1(0)) ¢ e [o, }

si definim functiile ho, hs, ..., h, recursiv prin

B () = <§> + argo (ww (:) 1) L te [z F * 1} .
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Toate functiile by (k= 1,2,...,n) sunt continue si deoarece hy1(k/n) =
hi(k/n) pentru orice k, putem defini functia f : [0, 1] — R astfel ca

-1
i 7k]7k1,2,...,n.
n

f(t) = hg(t), pentrut € [ -

Evident, f este o functie continua. De asemenea se poate verifica prin inductie
asupra lui k ca hy(t) este un argument al lui v(¢) pentru (k —1)/n <t < k/n
gl atunci rezulta ca f(¢) este un argument al lui y(¢) pentru orice ¢ € [0,1].
Observam ca daca punem f,, = f + 2mm pentru m € Z, atunci functiile f,,
au aceleagi proprietati ca gi f. Deci partea de existenta este dovedita pentru
cazul cand drumul 7 este definit pe [0, 1].

In general, daci v : [a, 3] — C* si dacii u : [0,1] — [a, f] este un homeomor-
fism crescator, atunci v; = v o u este un drum in C*. Conform celor aratate
mai sus, existd o functie continud g : [0,1] — R astfel ca g(¢t) € Arg v(t)
pentru orice t. Atunci functia f = g o u™! verificd, relativ la ~y, proprietatile
cerute.

Acum presupunem ca [’ gi f sunt functii continue pe [a, (] si c&d f'(¢),
f'(t) € arg y(t) pentru t € [a, f]. Atunci pentru t € [, 3] exista q(t) € Z
astfel ca f'(t) = f'(t) + 2mq(¢). Prin urmare ¢ defineste o functie continua de
la [e, 8] In Z si deoarece [, (] este conex, rezultd ¢ constantd. Deci functiile
f'si f difera printr-un multiplu intreg de 2.

Fie tg € [, 8] s1 0 € Arg y(to). Definim functia

fot) = 0= f(to) + (1), t€[a,f]

unde f este functia construitd mai sus. Atunci fo(tg) = 0 si deoarece 8 — f(ty)
este multiplu intreg de 27, fo(t) este un argument al lui v(¢) pentru orice
t. Evident, daca f, este o alta functie cu aceleasi proprietati ca fy, va exista
p € Z incéat fo(t) = fo(t) + 2pm pentru orice ¢t. Luand ¢ = ¢, rezultd p = 0 i
deci f, = fo. Demonstratia se incheie.

Notam ca teorema nu afirma ca argumentul poate fi ales continuu pe su-
portul unui drum. Dacé drumul - are puncte de Intoarcere (nu este injectiv,
adica exista t1 # ta cu y(t1) = y(t2)), putem avea f(t1) # f(t2).

Daca v : [, 5] — C* este un drum si f : [o, 5] — R este o functie continua
ca in teorema precedentd, atunci numarul f(5) — f(«) este independent de
functia f si deci depinde numai de drumul 7. Acest numar se numeste varianta
argumentului relativ la drumul .

Daca drumul 7 este inchis, atunci existd n € Z astfel ca f(3) — f(a) = 2nr.
in acest caz n se numeste indexul lui v relativ la punctul 0.
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Daca v este un drum in C\ {a}, a € C atunci se defineste indezul lui
relativ la a, ca fiind indexul lui v — @ relativ la 0 si il vom nota n(vy,a).
Prin urmare n(v,a) este un numar intreg definit prin

1

n(y,a) = o= [£(8) = f(@)],

unde f este una din functiile continue pe [«, 5] (asiguratd prin teorema 11.1.2)

care satisface f(t) € Arg[y(t) —a], t € [, 8]. Datorita acestui fapt, n(v, a)

are o semnificatie geometrica, dar gi o semnificatie analitica data de
Propozitia 11.1.3. Pentru orice drum inchis partial neted v, are loc

n(y,a) =I(v,a) (a€C\S(v)).

Demonstratie. Deoarece I(7,a) € Z, avem

B
o dz 1 L[ A(s)
1
=5 f(8) = f)],

unde

f(t) = argo [v(a) — a] + Re 1/77@ (11.3)

(s) —a

este, evident continua pe [«, ] . Pentru incheierea demonstratiei raméane deci
sa probam ca

o

f(t) € Arg [y(t) —a], t€la,p]. (11.4)
Notdm Intai cu 6(g) (¢ > 0) modulul de continuitate uniforma pe [, 3] a
lui v. Cum S(v) este compact si a ¢ S(v) avem ca p := dist(a, S(v)) > 0.
Alegem n € N cu
1
— <4 11.5
L < () (115)

gl partitia: o = tg < t; < ... < tpg <t < ... < t, = Falu [o,F] cu
ty = a+ BfTak, (k=0,1,...,n). Vom demonstra prin inductie asupra lui &
cd (11.4) are loc pe fiecare interval [tg_1,¢x]. Pentru k = 1 gi ¢ fixat in [to, t4]

avem
B

f(t) = argo[y(a) — a] + Re a/%%us

«
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unde am pus
wo(s) = [1(s) —al [v(a) =", s € [to, 1]
Deoarece pentru s € [tg,t1] are loc s — ty < 1/n aplicand (11.5) obtinem
[po(s) = 1] = [7(s) = y(a)] (@) —al ™ < ply(e) —a| ™ <1,

ceea ce aratd ca {po(s), s € [to,t1]} este continuta strict in semiplanul drept,
unde determinarea principala a functiei logaritm este continua si C—derivabila.
Rezulta atunci

B
20'(8) 1 o P00 _ .
[ G = on Sy = s b0l + vt

«

gl prin urmare

ft) =argy [v(a) — a] 4+ argo [3((2)__2} € Arg[y(t) —a].

Presupunem acum ca ¢ € [t;_1,t;] implica f(t) € Arg[y(t) —a]. Fixand
t € [tg, tks1] i descompunand corespunzator integrala din (11.3) avem succesiv

o) = )+ ke | § [ s

= f(tx) + Re 1/:’253@ ,

tr

unde am pus

r(s) = Iy(s) —a] [v(te) —al ™5 (s € [tn tar)).-
Exact ca la pasul zero ( cu ¢, in loc de pg) rezulta

t

/ ggf((ss)) ds = log |or(t)| + i argo er(t),

23
de unde aplicand ipoteza de inductie in t; obtinem
V() —a
Y(tk) —a
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Aceasta propozitie permite sa interpretam indexul n(v, a) ca fiind integrala
(11.1). Astfel se obtine imediat

Propozitia 11.1.4.Fie v i T doud drumuri inchise si partial netede, avand
acelasi punct initial. Atunci

i) n(y,a) = —n(y~!, a) pentru orice a ¢ S(7);
ii) n(y-71,a) =n(y,a) + n(r,a) pentru orice a ¢ S(v) U S(7).

Pentru « ca mai sus, suportul si S(v) este o multime compacti gi deci
Qv :=C\ S(v) este o multime deschisa, pentru care exista R > 0 astfel incat
{2 €C: |z| > R} C Qy. (R astfel ales ca S(y) C D(0, R) Rezulta ca exista o
componenta conexa Gy a lui 0y care contine multimea conexa {|z| > R}, deci
Gy este nemarginita, iar celelalte componente conexe ale lui (0, fiind disjuncte
de {|z| > R}, vor fi continute in D(0, R), deci sunt méarginite.

In acest context are loc urmatoarea teoremi a indexului.

Teorema 11.1.5.Fie v un drum inchis partial neted in C. Atunci aplicatia
index a — n(y,a) este constantd pe fiecare componentd conexd a mulfimii
Qy si n(vy,a) =0 pentru a in componenta conexd nemdrginitd a lui Qry.

Demonstratie.Definim functia f : Qy — C prin f(a) = n(y,a) gi ardtam
cd f este continud pe Q. Fie a € Qv, r = inf{la — 2| : z € S(v)} &
w € D(a,d)NQy, unde 0 < 6 < 7/2.

Atunci |z —w| > |z —a| — |w—a] >r —§ > r/2 si obtinem

s -l = | [ (- o5 ) ol = o | L

ol vy
clw=a 2 1 0
T

= L(7) < —5L().

= 27 r 2

Deci pentru orice € > 0 existd 6 > 0, & < min{r/2, mr?s/L(v)}, astfel c& daci
w € Qysijlw—a| < davem |f(w)— f(a)| < g, adicd [ este continua in punctul
a. Cum a este arbitrar, f este continua pe 2y.

Acum fiecare componenta conexa G a lui {0y este multime conexa gi cum f
este continua pe G, urmeaza ca f(G) este multime conexd. Dar cum f(G) este
continutd in multimea intregilor, rezulta ca f(G) este multime unipunctuala,
ceea ce Inseamna ca f este constanta pe G. Mai mult, daca Gy este componenta
conexa nemarginita a lui Qy, existd R > 0 astfel ca {z € C: |z| > R} C G.
Cum S(7) este marginita, exista p > 0 astfel ca |z| < p pentru orice z € S(7).
De fapt, putem alege R > 0 ca mai sus, cu R — p > L(v)/2n. Fie a € Gy cu
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la| > R. Atunci pentru orice z € S(v) avem
|z —al >la| = |z| > R—p > L(v)/2m

si obtinem
1 2m
|n(77a)‘ < ot . L(’Y) :

Rezulta cd n(y,a) = 0 deoarece functia f este constantd pe Gy si ia valori
intregi.

Ca aplicatie a teoremei de mai sus putem arata acum

Propozitia 11.1.6.Fic Q un domeniu in C si fie a si b in aceeasi compo-
nentd conexd a lui C\ Q. Atunci existd o functie f € H(Q) astfel ca

L{y) = 1.

fe) 274 0
e Jo (z € Q).

Demonstratie. Consideram functia g : 2 — C definita prin

9(:) == (z€Q).

Evident, g € H(R2) si de asemenea ¢'/g € H(§2). Ardtam cad ¢'/g este primi-
tivabila pe §2. Pentru aceasta, fie ¥ un drum inchis partial neted in 2. Atunci

[ [ [ ()™
= 2mi(n(7, a) — n(7y,0)).

Deoarece punctele a gi b sunt intr-o componentd conexd a lui C \ €, ele sunt

in aceeagi componentd conexd a lui Qv gi cu teorema 11.1.5 avem n(vy,a) =

n(v,b). Deci [ ¢'/g =0 si atunci rezultd ci ¢'/g este o primitiva i pe €. Dar
8!

(efh.g)/ze—h.g/_e—h'h/'gzefh(g/_h/g) :0’

deoarece h' = ¢'/g pe Q. Rezulta ca exista A € C* astfel ca e g = \, sau
g = X pe Q. Atunci exista ¢ € C cu e = \ i prin urmare g = ¢/, unde
f=h+ceHOQ).

Notam c& dacd n este un numar intreg, a € C i v : [0,1] — C este
drumul definit prin y(t) = a + exp(2nnti), atunci cu teorema 11.1.5 obtinem
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cd n(v,a) = n pentru orice b € D(a, 1) si n(v,b) = 0, daca |b — a| > 1. astfel,
in acest caz avem o interpretare intuitiva a indexului n(v,b).

In afard de teorema 11.1.5 care di o conditie sificienta pentru ca indexul
unui drum relativ la un punct sa fie 0, prezentam acum un criteriu pentru ca
indexul sa fie 1, aceste fapte fiind importante in aplicatii.

Propozitia 11.1.7.Fie v : [0,1] — C un drum inchis, partial neted in C
sifiea=a+i€C\SH),a,0 €R. Fie0 <ty <ty <1 gi drumurile v =
Y[t t2], v2 = (|[t2, 2]) - (][0, t1]) . Presupunem ca Imy(ty) > 3, Imvy(ts) < 3
51 S(y1)NAT =S()NA™ =0 unde

At={z€C: RezZa, Imz=p3}, A~ ={2€C: Rez < o, Imz = 3}

Atunci n(y,a) = 1.

Demonstratie. Fara a reduce din generalitate putem presupune ca a = 0.
Punem (t;) = py - € cup; > 0,0 < 6 < 7 si y(ta) = po - €% cu py > 0,
T < 0y < 2. Pentru ¢ > 0 suficient de mic, fie w; = e i wy, = e,
Considerdam de asemenea drumurile liniare Ly = (1) - wy, Ly = wq - Y(ts)
si drumurile Cy(0) = ee® pentru 0 € [02,0; + 27 si Cy() = ee pentru
0 € [01,65]. Atunci drumurile

Dy=m Lyt -Gyt Lyt i To=7p- Ly - Oyt - Ly
sunt drumuri inchise gi partial netede in C* si avem

dz dz dz dz dz .
— 4+ | —= —— — = | — —2m,
z z z z z

Iy s v

Y1y2 C2Ch

deoarece Cy - C; este drumul circular § — ¢ - €, 0 € [0, 6, + 27].
Dar

d

/i = 27in(T,0) = 0
z

Iy

deoarece § € AT, S(I'1)NAT = D si AT este mulfime conexa i nemarginita, deci
0 apartine componentei conexe nemarginite a lui C'\ S(I';). Analog obtinem

d
/—Z = 2min(T,,0) =0
z
Iy
si atunci [(dz/z) = 2mi, adica n(y,0) = 1. Demonstratia se incheie.
y
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11.2 Versiunea omologica a teoremei integrale Cauchy

Reamintim ca daca D este un disc deschis in C gi H(D), atunci pentru orice
drum inchis partial neted v in D avem ff(z)dz = 0. Acest rezultat insa nu

0!
ramane adevarat pentru un domeniu oarecare €2 in locul lui D. De exemplu,
pentru C* = C\ {0}, functia f(z) = 1/z si drumul v(¢t) = €%, t € [0, 27] avem
J(1/2)dz = 2mi. Aici dificultatea este datd de prezenta ”gaurii” {0} in C*.
gl

In aceastd sectiune vom prezenta conditii asupra lui  gi (sau) v astfel ca
J f(z)dz = 0 pentru orice f € H(2). Mai precis, impunem o conditie care se
5

exprima in termenii indexului lui 7 relativ la punctele din complementara lui
Q. incepem cu urmatoarea lema:

Lema 11.2.1.Fie v un drum partial neted in C, f : S(vy) — C o functie
continud pe S(vy) $i pentru m 2 1 natural, fie functia

Fon(w) = /(f(z)mczz (w e T\ S()).

Atunci F,, este olomorfa pe C\ S(v) si Fl, = mEF41.
Demonstratie. Intai aratam ca F;, este o funvtie continua. Pentru aceasta
observam c& a,w € C\ (v) si z € S(vy) avem

m

<zjwwf‘@—2wf:(ziw‘zia)Ezw—mWW;z—@hlz

k=1
1 1 1 }

R R A CE e EE A FE I e

Acum deoarece S(7y) este compact si f este continud pe S(v), f va fi marginita,
deci exista M > 0 astfel ca |f(z)| = M pentru orice z € S(v). Astfel, folosind
factorizarea de mai sus obtinem

z—a)m

Fuw) = Falall = | [ 1) | = = (o | ] €

m—1

dz
< Mlw — / @
;%Vu—ww 2

_ a|k+l !
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In continuare, dacii r > 0 este distanta lui a la S(7) si |w — a| < r/2 avem

Deci pentru orice € > 0, existd § > 0, § < min(r/2,r™"! /2™ m . M) astfel ca
dacad w € C\ S(v) si |w — a| < §, atunci |F,,(w) — F,(a)] < &, adica F,, este
continud in a. Cum a este arbitrar, F,, este continud pe C\ S(v) si aceasta

pentru orice m = 1.
Acum fixam a € C\ S(v) si fiew € C\ S(7), w # a. Folosind de asemenea
factorizarea de mai sus obtinem

—Fm( Z/f (z=a) dz.

Deoarece a ¢ S(v), functiile f(2)(z —a)™, 1 < j < m, sunt continue pe S(7).
Deci, in baza celor ariatate anterior, fiecare integrala din suma de mai sus,
definegte o functie continud (in variabila w) pe C\ S(v). Prin urmare exista
limita pentru w — a in egalitatea precedenta, adica F}, este C—derivabila in

a gi avem
m—1
f(2)
/
Y

Punctul ¢ fiind arbitrar in C \ S(7), rezulta ca F,, este olomorfa pe C\ S(v)
§1 Ffm, = mF7n+1-

Teorema 11.2.2.Fie 2 o multime deschisa in C gi f € H(Q). Daca
Yy« Ym Sunt drumuri inchise partial netede in Q astfel cd n(y,w) + ... +

n(Ym,w) = 0 pentru orice w € C\ Q, atunci pentru orice a € Q\ UJ S()
k=1

11.

(@) >_nlwa) QMZ/%@ (11.6)
k=1

Demonstratie. Definim functia ¢ : 2 x Q@ — C prin

f(2)=f(w) 24w
@(Zaw = { f/(Z), o
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Rezulta simplu ca ¢ este continua pe € x € si pentru fiecare w € €2, functia
(-, w) este olomorfa pe Q. Consideram multimea

A={weC: n(y,w) + ...+ n(ym,w) =0}

care este deschisd, deoarece fiecare functie index n(v., w) este continua in vari-
abila w € C\S(), 1 <k < m. De asemenea, in baza ipotezei avem C\ C A,
deci obtinem AU Q = C.

Vom defini functia g : C — C prin

Z [ o(z,w) z2€Q

gz) =1 "™
fo(w)dw z€ A

=l

Notam ca pentru z € AN Q avem

> [etewm=3 [10=10,
:i/j(w)zdw—Qﬂif(z)Z”%7 Z/fz

gi deci functia g este corect definitd. Deoarece A C C \ U S(k), cu lema

precedenta rezulta ca g este derivabila pe A. Pe de alta parte cum p(z, w)

este functie derivabila in variabila z pentru w € ), cu teoremele lui Morera si

Fubini rezulta ca g este olomorfa pe €. Deci g este o functie intreagd (olomorfa

pe C). Apoi din teorema indexului rezultd cid A contine componenta conexa
m

nemarginitd a lui C\ |J S(yx) si deci A contine o vecindtate a lui oo. Apoi,
=1

1

cum [ este marfinita p; S(vk) si existd lim (w — 2z)~! = 0 uniforma pentru
Z—00

w € S(W), 1 <k < m, obtinem
f
hm g(z) = lim E d =0.

Urmeaza ca exista R > 0 astfel ca |g(z)| < 1 pentru |z| 2 R. Deoarece g este
marginita gi pe D(0, R), rezultd ca g este o functie intreagd méarginita. Deci
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cu teorema lui Liouville g este constanté si datorita limitei lui g la oo avem ca
g =0 pe C. Astfel, dacd a € Q2 \ U S(w), obtinem

f m
072/ zZ—a Z/z—a — 2ri fla ;n%’

de unde formula (11.6). Demonstratia se incheie.

Daca 2 este o deschisa in C gi v un drum inchis partial neted in 2, spunem
cd v este omolog cu zero (sau nul omolog) In € si notdm v =~ 0(Q), daca
n(y,w) = 0 pentru orice w € C\ Q.

Cu aceasta definitie, din teorema 11.2.2 obtinem

Corolarul 11.2.3.Fie G o multime deschisa in C, f € H(Q) ¢i v un drum
inchis partial neted gi omolog cu zero in Q. Atunci pentru orice a € Q\ S(7)
avem

n(v,a)f(a) = &y, (11.7)

27 z—a
¥

Formula (11.7) da in particular formulele lui Cauchy pentru drumuri tri-
unghiulare, dreptunghiulare, sau circulare. De asemenea formula (11.6)
contine ca un caz particular formula lui Cauchy pentru coroane circulare.

Sa mai notam ca, la fel ca in cazurile particulare mentionate mai sus, are
loc si In cazul general o formula integrala pentru derivate. Mai exact, avem

Corolarul 11.2.4.Fie Q o multime deschisa in C gi f € H(Q). Atunci
pentru orice drum vy inchis partial neted gi omolog cu zero in S0 si pentru orice
a€Q\S(y) avem

n(v,a)f™(a) = n!_/(zf(;)nﬂdz (n=1,2,...). (11.8)

211
3

Urmatorul rezultat, este de asemenea important in analiza complexa.
Teorema 11.2.5. (Cauchy) Fie Q o multime deschisa in C si f € H(Q).
Dacd 1, ..., Ym sunt drumuri inchise partial netede in Q astfel ca n(y,w) +
o+ 1(Ym, w) = 0 pentru orice w € C\ 2, atunci

Z/f(z)dz = 0. (11.9)
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Demonstratie. Se aplicd Teorema 11.2.2 functiei f(z)(z —a) cu a € Q,
a¢ U SOw).
k=1

In sectiunea urmatoare vom da o alta conditie relativa la un drum ~ pen-
tru ca [ f = 0, unde f este olomorfd pe o deschisd ce contine suportul lui

5
~. Conditia este mai putin generald, dar mai geometrica decat conditia de
omologie cu zero a lui 7.

11.3 Variatia argumentului si aplicatii deschise

In continuare prezentam cateva aplicatii importante ale teoremei 11.2.5.
Pentru f € H(Q) si a € Z(f) notam ord,(f) ordinul de multiplicitate al
zeroului a pentru f.

Teorema 11.3.1.Fie Q o multime deschisd in C si f € H(Q) o functie
avand multimea zerourilor Z(f) finitd in Q. Fie v un drum inchis partial neted
i omolog cu zero in Q, astfel ca S(v) N Z(f) = 0. Atunci

1[G
2mi ) f(z) d

¥

z = Z n(y, a)ord,(f). (11.10)

acZ(f)

Demonstratie. Fie Z(f) = {a1,...,an} C Q si ny = ord,, (f). Atunci
existd o functie g € H(Q) cu g(z) #0si f(z) = (z —a)™ ... (2 — aw)™ - g(2)
pentru orice z € ). Aplicand formula de derivare a unui produs obtinem ca

f'(z) ny T, q'(2)

f(z) z—ar T z—am g(2)

pentru orice z € Q, z # ag, 1 <k < m. Dar ¢'/g € H(Q) si cum v ~ 0 In Q,
teorema 11.2.5 implicd [(¢'/g)(z)dz = 0. Astfel integrand pe v functia f'/f
Y

cu reprezentarea de mai sus si folosind definitia indexului, deducem egalitatea
(11.10). Demonstratia se incheie.

Versiunea pentru functii meromorfe a teoremei precedente este cunoscutia
ca principiul variatier argumentului. Motivatia acestei terminologii o dam mai
jos.

Pentru f € M(Q), adicd f meromorfa pe 2, vom nota, ca de obicei, cu Z(f)
multimea zerourilor gi cu P(f) multimea polilor lui f din Q. Vom considera
numai functii meromorfe pe ) care nu sunt identic nule pe nici o componenta
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conexa a lui 2 si care sunt presupuse extinse prin olomorfie in singularitatile
lor aparente (eliminabile). Pentru f € M(Q2) si a € P(f), ordinul lui f In a
este ord,(f) = inf{n € Z : ¢, # 0} unde {c,} sunt coeficientii seriei Laurent
alui f in a.

Teorema 11.3.2.Fie Q o mulfime deschisa in C si f € M(Q) astfel cd
multimile Z(f) si P(f) sunt finite. Fie v un drum inchis partial neted gi
omolog cu zero in ), astfel ca S(v) N [Z(f)UP(f)] = 0. Atunci

1 "(2)dz
5 f}(z) = Y n(v.a)ordd(f). (11.11)

5 a€Z(f)UP(f)

Demonstratie. Fie f € M(Q) si presupunem ca Z(f) = {a1,...,a,},
P(f) = {b1, ..., bg}. Fie nj = ord,,(f) > 0,1 < j <psimp =—ordy, (f) >0,
1 < k < q. Factorizand succesiv functia f relativ la zerouri si poli, rezulta ca
exista o functie h € H(Q), astfel ca h(z) # 0 pentru z € Q si

mg | W(z)
z—b, h(z)

fe)=(F—a)™ ... (z—ay)"(z—b) ™ ... —

pentru z € Q, z ¢ Z(f) UP(f). Integrand apoi f'/f pe v si aplicind teorema
11.2.5 pentru I /h, rezulta egalitatea (11. 11) Demonstratia se incheie.

vvvvv

f—w. Numim aceste radacini w-puncte ale lui f, ordinul unui astfel de punct
”a” va insemna ordinul sau de multiplicitate ca zerou al lui f — w si il vom
nota prin ord?(f). Aplicand teorema 11.3.2 functiei f — w obtinem
Corolarul 11.3.3.Fie Q o multime deschisa in C, f € M(Q) st w € C
astfel incat f~Y(w) si P(f) sunt finite. Dacd v este un drum inchis partial

neted si nul omolog in Q, incat S(v) N [f~H(w) UP(f)] = 0, atunci

o / AL te= 5 nGaordt(f)+

acf~1H(w)
+ Z a)ord,(f). (11.12)

acP(f

Observatie. Observam ca in ipotezele corolarului anterior, 7 := f o~ este
un drum inchis si partial neted astfel incat w ¢ S(7), iar membrul stang din
relatia (11.12) este n(7,w). Prin urmare, aceasta relatie se mai scrie

n(y,w) = Z n(y,a)ordy (f) + Z n(vy, a)ordy(f)

acf~1(w) beP(f)
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tindnd cont de interpretarea geometrica a indexului (Propozitia 11.1.3), for-
mulele de mai sus ne arata ca variatia argumentului razei mobile avand un
punct fix in w si celalta extremitate pe transformata prin f a unui contur 7,
se exprima ca suma variatiilor argumentului razelor ce pleaca din w—punctele
sau din polii lui f si se sprijina pe conturul initial -y, variatia relativa la fiecare
w—puncte sau pol al lui f socotindu-se de atatea ori cat indica ordinul respec-
tiv de multiplicitate.

Observatie. In conditiile Corolarului 11.3.3, daca alegem ~ un drum circu-
lar (simplu) S(v) = D(z0,r) si notam N,,, P numarul w—punctelor, respectiv
numarul polilor lui f din D(zp,r) (numarate fiecare de cate ori indica ordinul
lor de multiplicitate), atunci variatia argumentului va fi

n(?aw):Nw_P>

care 1n limbajul de mai sus are urmatoarea interpretare geometrica:
inconjurand odatd pe S(v) polii gi radacinile ecuatiei f(z) = w, punctul w
va fi "Inconjurat” de catre imaginea prin f a lui 7, de atatea ori cat indica
diferenta dintre numarul w—punctelor lui f si polii sai din D(zg, 7). in acest

caz, formula
/
LIy
2mi ) f(z) —w
B!

indica gi o metoda de calcul a integralei din membrul sting, daca se cunosc
radacinile gi polii numitorului.

Acum dam o generalizare a Teoremei 11.3.2.

Teorema 11.3.4.Fie Q o mulfime deschisa in C gi f € M(Q) astfel ca
multimile Z(f) si P(f) sunt finite. Fie g € H(Q) si v un drum inchis partial
neted si omolog cu zero in Q, astfel ca S(v) N [Z(f) UP(f)] = 0. Atunci

L (f'g) @dz= 3 glan(r, a)orda(f). (11.13)

2mi f
] a€Z(/)U2()
Demonstratie.  Din demonstratia teoremei 11.3.2 avem (pastrand
notatiile)
I B ny ny my mg
<fg (2) = z—a1+'”+z—ap z—=bp oz 90+
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pentru orice z € Q, z ¢ Z(f) UP(f). Dar %g € H(2), deci cu teorema 11.2.5
avem [(h'g/h)dz = 0. Atunci integrand f’g/f cu reprezentarea de mai sus pe

5
drumul ~ gi folosind corolarul 11.2.3 obtinem egalitatea (11.13).

Observatie. In afard de cazul particular ¢g(z) = 1, remarcabil in gener-
alizarea anterioard este de asemenea cazul g(z) = z. Exprimam acest lucru
pentru situatia in care v este un drum circular simplu cu S(v) = D(a,7) :

1 , m n
— /z f dz =) mnpap — ijbj (11.14)
5 1 =1

2mi f—w =

unde ay, . . ., a,, sunt w—punctele lui f din D(2g,7) cu ordinele de multiplicitate
respective ng (k = 1,2,...,m), iar by,...,b, sunt polii lui f din D(z,r) cu
ordinele de multiplicitate respective m; (j =1,...,n).

Particularizand (11.14) pentru cazul in care f este injectivd obtinem o
reprezentare integrald pe un drum circular dD(a,r) a functiei inverse a lui
f- Iata enuntul complet al acestui rezultat.

Corolarul 11.3.5.F%e Q o multime deschisa in C, a € Q) si r > 0 astfel ca
D(a,r) C Q, dar f € H(Q) o functie injectivd pe D(a,r). Atunci

1 z2f'(z
) = e / f(j)(_)wdz (w € F(D(a,r)). (11.15)
dD(a,r)

Demonstratie. Daca w € f(D(a,r)) functia f are un singur w—punct &
in D(a,r), adicd f~'(w) = & in acest caz in dreapta lui (11.14) rdméane un
singur termen §. Ca atare formula (11.14) devine (11.15).

In incheierea acestei sectiuni mai facem céateva observatii privind zerourile
functiilor olomorfe.

Observatie.Fie Q un domeniu in C, f € H() gi v un drum inchis partial
neted gi omolog cu zero in Q. Fie w € C, w € f(S(y)). Atunci, in general,
multimea f~!(w) poate si fie infinita, atunci, dacd f # 0 si f~H(w) = {ay, :
k € N} este infinitd un subsir al lui {ax} converge la un punct a € 9.
Aratam cd existd m € N astfel ca n(y,ar) = 0 pentru orice k& > m. Pentru
aceasta, fie 1 = d(S(v),002) > 0si A = {z € C: n(y,z) = 0}. Evident
02 € C\ Q C A deoarece «y este nul omolog in Q. Apoi dacd z € C si
d(z,0Q) < r/2. Cum D(w,r/2) N S(y) = 0, rezultd c& z i w sunt in aceeasi
componenta conexd a lui C\ S(v) si deci n(y,z) = n(y,w) = 0. Astfel avem
cd {z € Q: d(2,00) < r/2 C A sl in particular D(a,r/2) C A. Dar din
convergenta ay — a existd kg € N astfel ca ar € D(a,r/2) pentru k > k. Deci
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n(7y, ar) = 0 pentru k > m = ko — 1 gi putem presupune ca n(v, a;) # 0 pentru
k < m. Astfel, putem conclude ca ipotezele din teoremele anterioare, anume
ca multimea zerourilor i respectiv multimea polilor sa fie finite, nu restrang
generalitatea.

In conditiile de mai sus, pentru w, ay, . .., @, avem pentru 5y = f o,

n(@,w) =Y n(y, ar)ord;, (f),
k=1

egalitatea fiind bazata pe una din observatiile anterioare i pe discutia prece-
denta.
Acum dacd w si € sunt in aceeagi componenta conexa a lui C\ S(%), atunci

n(y,w) = n(7,§), adica

in(%ak ord,, Zn ord (f),

k=1 j=1

=

unde by, ..., b, sunt zerourile functiei f — & cu n(y,b;) # 0, 1 < j < p. Acest
fapt contine anumite informatii privind zerourile func‘gulor f—wsl f—¢& dar
o informatie i mai precisa poate fi obtinuta acum.

Teorema 11.3.6.Fie D = D(a,r) un disc deschis in C si f € H(D). Daca
b € D este un zero de ordinul m > 0 pentru f — f(a), atunci existd € > 0
st d > 0 astfel ca pentru w € D*(f(a),d) functia f —w are exact m zerouri
simple in D*(b,e) = D(b,e) \ {b}.

Demonstratie. Deoarece b € Z(f — f(a)) si ordy(f — f(a)) = m > 0,
rezulta ca f # 0 pe D. Apoi, cum zerourile unei functii olomorfe neconstante
sunt puncte izolate, exista € > 0, ¢ < /2, astfel ca f(z) # f(a) si f'(2) #0
pentru D*(b, 2¢). Fie acum drumul circular v := 9D(b,¢) in D*(b, 2¢). Atunci
fla) ¢ S(f o) si cum S(f o) este multime inchisa, rezultd ca existd § > 0
astfel c& D(f(a),0)NS(fovy) = 0. Deci discul D(f(a), d) este continut in aceeasi
componenta conexa a lui C\ S(fo+). Prin wmare, dacd w € D(f(a),d) atunci
prin remarca anterioara avem

m:mn('%b):n(fo’%f(a)) :n(fo’%w) =

P

= n(’y, ak) : Ordg)k. <f>7

k=1

unde ay, . .., a, sunt w—punctele functiei f din discul D(b, €). Deoarece n(7, z)
este egal cu 1, sau cu 0 pentru orice z si deoarece f'(z) # 0 pentru z € D*(b, ¢),
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rezultd c& pentru orice w € D*(f(a), ), fiecare a; este un zerou simplu al lui
f — w. Din egalitatea de mai sus urmeaza ca pentru w € D*(f(a),d), functia
f — w are exact m zerouri simple in D*(b, ). Demonstratia se incheie.

Teorema precedenta poate fi folosita pentru a obtine o teorema importanta
a analizei complexe, anume principiului aplicatier deschise.

Teorema 11.3.7.Fie Q o multime deschisd in C gi f € H(Q) o functie
nelocal constanta in nici un punct din Q. Atunci pentru orice multime deschisa
G C Q, f(G) este o multime deschisa in C.

Demonstratie. Fie G C 2 o multime deschisa, a € G si r > 0 astfel ca
D(a,r) C G. Atunci din teorema precedenta rezultd ca exista ¢ > 0, & < r i
d > 0 astfel ca D(f(a),d) C f(D(a,¢e)) sideci D(f(a),d) C f(D(a,r)) C f(G).
Prin urmare f(a) este punct interior pentru f(G), oricare ar fi a € G i astfel
f(G) este deschisa in C. Demonstratia se incheie.

Corolarul 11.3.8.Dacd D este un domeniu in C gi f € H(D) este necon-
stanta pe D atunci f(D) este domeniu in C.

Deomnstratie. f(D) este conexa (f fiind continui) si deschisa in C (prin
teorema precedentd), deci f(D) este un domeniu in C.

11.4 Teorema Reziduurilor

Fie Q o multime deschisd in C si £ C Q o submultime discretd (adica
inchisd in © gi fard puncte de acumulare.)

Fie a € E sir > 0 astfel cd D(a,r) C Q si D(a,7) N E = {a}.

Daca f € H(Q\ E) atunci putem considera reprezentarea in serie Laurent
a lui f pe discul redus D*(a,r), anume

o0

f(z)= Z ep(z—a)", z€ D*(a,r).

n=-—oo

Cum gtim deja, numarul Rez(f,a) := ¢_; se numeste reziduullui f in a. Acesta
mai poate fi exprimat prin integrala

1
Rez(f,a) = 5t / f(z)dz, 0<p<r. (11.16)
dD(a,p)

Astfel spus, integrala lui f pe orice drum circular (simplu) cu suportul in
D*(a,r) este dat& de reziduul lui f in punctul a, a fiind o singularitate izolata
pentru f.
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Se pune in mod natural intrebarea daca integrala lui f pe alte drumuri mai
generale decat cele circulare, mai poate fi exprimata cu ajutorul reziduurilor lui
f In anumite puncte singulare izolate pentru f? Cunoagtem deja ca acest lucru
este posibil pentru anumite contururi, iar acum vom stabili formula reziduurilor
pentru drumuri nul omoloage in €.

Teorema 11.4.1.Fie o mulfime deschisa in C, E o submulfime discretd
a lui Q gt v un drum nul omolog in Q cu S(y) N E = 0. Atunci mulfimea
{a € E :n(vy,a) # 0} este finita si pentru orice functie f € H(Q\ E) avem

2m/f )iz = 3 Rez(f.a)n (3. a).

aclE

Demonstratie.Deoarece drumul v este nul omolog in 2, multinea

Q,i={z € Q\ S(7) :n(y,2) # 0}

nu intersecteaza componenta conexa nemarginita a lui C\ S(v). Deci €2, este
continutd Intre reuniunea componentelor conexe marginite ale lui C \ S(v),
in particular £ N €2, este marginita si prin urmare finita, intrucat £ nu are
puncte de acumulare in Q. Insi multimea G = 2, U S(7) este deschisa in
(Q\G ={z € Q\S(7) : n(7,-) = 0} fiind inchisa in Q) i ENG = ENQ,. Mai
mult, drumul 7 este nul omolog in G deoarece C\ G = (C\ Q,) N (C\ S(v))
si astfel n(y,w) = 0 pentru w € C\ G.

Consideram ENG ={ay,...,a,} si fie g; = f— f; unde f; este partea tay-
loriana analitica din repreéentarea Laurent a lui f in punctul a;, j =1,...,n.

Atunci functia f — Z g = Z f; este olomorfa pe G si cum + este nul omolog
j=1 j=1

/f dz—Z/gJ

Scriind reprezentarea Laurent a lui g; in forma

in G rezulta

-1

9i(2) = Y aj(z—a)f (2€D(a;,r) CG),

k=—00

cum seria este uniform convergenta pe S(y) obtinem

dz ,
/g] )dz = E ckj/z—a] dz =c_ U/ _a4:27rzc,17jn(7,aj).
i

k=—0c0
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Aici am folosit faptul ¢ [(z — a;)*dz = 0 pentru k # —1, integrandul fiind

5
functie primitivabila pe C\ {a;}, j =1,...,n. Rezulta ca

2m/f dz-ZRezfaj n(y, a;) ZRezfa n(vy,a)

ack

deoarece n(vy,a) = 0 pentru a € £\ {ay,...,a,}. Demonstratia se incheie.
Acum presupunem cé oo este punct singular pentru o functie olomorfa f,
adicd exista r > 0 astfel c& f este olomorfa pe multimea {z € C: |z| > r} =
C\ D(0,r), aceasta multime fiind o coroana circulara centrata in z = 0, cu
raza mica r si raza mare +o0o. Atunci f are reprezentarea Laurent de forma
o0

f2)= Y anz" (2| >7).
n=—00
Consideram functia g pe D* (O, %) datd prin g(z) = (%) si pentru p > r
fie 7o drumul circular definit prin o(¢) = %e“, t € [0,27]. Deoarece g este
olomorfa pe D* (0, %) , din seria de mai sus a lui f deducem seria Laurent a
lui g pe D* (0,1) si cum S(7) € D* (0, 1), coeficientul a_; poate fi exprimat
relativ la functia

oo oo

g(z) = Z anz " = Z a_;z = i bzl (0< |z < %)

n=—00 j=—00 j=—00
si drumul 7, prin

2T

o glz) 1 / —it\ . it
a_y=b = 2m, = dz = 7 f (pe )pze dt
0

27m/f (=pie™) 27m/f

unde f(t) = pe™™, ¢ € [0,27] este inversul unui drum circular in coroana
{lz| > r}. Acest fapt sugereaza definitia reziduului functiei f in oo ca fiind

Rez(f,00) := —a_ 1f—/f
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122



unde v semnificd orice drum circular invers (simplu) cu S(7) in coroana {|z| >
r}, iar coeficientul a_; fiind din seria Laurent a lui f pe aceastd coroana.
Aceasta definitie a reziduului in co este in concordanta cu definitia reziduului in
puncte finite, avand aceeasi semnificatie si anume integrala functiei pe drumuri
circulare din coroana de olomorfie a functiei.

In aplicatii este adesea mai util sa exprimam reziduul in co al unei functii
prin reziduul in 0 al altei functii. Mai precis, se poate observa ca Rez(f,c0) =
Rez(h,0) unde h este functia

h(z) = —% (i) e (o, i) .

Exemplu. Si calculim reziduul in oo al functiei f(z) = ze =, z € C*.
Avem h(z) = fﬁ, z # 0, din z = 0 este pol de ordinul 3 pentru h. Prin
urmare

1 1 1 1 1
Rez(f,00) = Rez(h,0) = —= lim <> = ——lim— = ——.

Utilizarea practica a reziduului in oo este motivata gi de urmatoarea
Propozitia 11.4.2.Fie f € H(C\ {a4,...,a,}) cua; € C. Atunci

Z Rez(f,a;) + Rez(f,00) = 0.

J=1

Demonstratie. Fie r > rg > nax la;| si v =0D(0,r). Atunci drumul ~
j<n

este nul omolog in Q = D(0,r) prin teorema indexului (C\Q ={z€ C: |z| >
r} fiind in componenta conexa nemarginita a lui C\S(vy) = {z € C: |z] > ro}.)
Cum f e H(Q\{ar,...,a,}) st a; € S(v), iar n(y,a;) =1, 5 =1,...,n din
formula rezidurilor (11.16) si definitia reziduului lui f in co avem

jzj;Rez(f, aj) = %/f(z)dz = —Rez(f,00).
v

Demonstratia se incheie.

Formula reziduurilor are multiple aplicatii in analiza matematica. Cateva
aplicatii privind calculul unor integrale Riemannn (proprii sau improprii), sau
a sumelor unor serii de functii vor fi date in sectiunile urmatoare.
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11.5 Aplicatii ale teoremei reziduurilor la calculul inte-
gralelor

Incepem cu calculul unor integrale Riemann reale.

Propozitia 11.5.1.Fie R = R(&,n) o functie rationald reald care nu are
poli pe cercul €2 +n? = 1. Atunci

2
/R(Cosx,sinm)dx =27 Z Rez(f,a) (11.17)
0 a€P(f)
lal<1
unde f(z) = %R(”;fl, Z’;f), suma fitnd considerata in raport cu polii

functier f din discul unitate.

Demonstratie. Considerdm drumul circular v(t) = > ¢ € [0, 1]. Atunci
avem succesiv

2

27 . . . .

/fR(cosx,sinx)dx: /fR ¢ te 76 —'e dx
2 21

0 0

1
27ti —2mti 2rts _ ,—27ti
S Y dt
2 2

0
1

1 ) 6271'252' + 67277152' 827Tti _ e*2ﬂ'ti ) )
= [ e ™R ) , 2mie* ™ dt
1 2 2

= [onw

:%/f(z)dz:%r Z Rez(f,a),

aeP(f)
la|<1

unde pentru ultima egalitate am aplicat teorema reziduurilor.

124



Observatie. Daca R este ca in propozitia precedenta, atunci procedand
analog se poate arata

27
/fR(cos x,sinx)cosmz dr = 27 Z Rez(g,a) (11.18)
0 aeP(g)
la]<1
si respectiv
2
/IR(COS x,sinzx)sinmz dr = 27 Z Rez(h,b), (11.19)
3 beP(h)
|b]<1
unde m este numar natural nenul si
ZMm 4T z+2z7t z—271
9(2) 22 ( 2 2 ) ’
hz) = 2™ f'z’m R (7+? 17z7,.z’1
2iz 2 23

In continuare considerim integrale Riemann improprii.
Fie f : R — C o functie continua. Spunem ca f este integrabild generalizat
pe (—00,00) daca exista limita

0 T oo
l}in;/f(x)dx+rli_>1£10/f(x)dx =: /f(x)dx
—p 0 —00

gl acest numar se numeste integrala generalizatd a lui f pe (—oo,00). Se mai
[ee]

spune ca integrala [ f(z)dx este convergenta.
—o0

De asemenea, spunem cd f este integrabild in sens Cauchy pe (—o0,00),

[ee]
sau ca [ f(x)dx este convergentd in sens Cauchy, daci exista limita
—00

T

lim [ f(z)dx =:V.P. / f(z)dx

r—00
-r
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Acea:sté limita se numeste wvaloarea principala in sens Cauchy a integralei

ff

Ev1dent daca f este integrabila generalizat atunci este integrabila in sens

Cauchy si integrala f f(z)dx coincide cu valoarea principala Cauchy a sa,

[e o]
insa afirmatia reciproca nu este adevarata in general. De exemplu, functia
f(x) =z (z € R) este integrabild in sens Cauchy, dar nu este integrabild
generalizat pe (—o0, 00).
Acum presupunem ci functia complexa [ este continud pe intervalul real
(a,b] si lim = co. Daca exista limita

r>a

hm f d:v—/f

a+a

aceastd limitd se numeste integrala improprie a lui f pe (a,b]. Analog se de-
finegte integrala improprie a lui f pe (a,b].

Mai general, fie ¢ € (a,b) gi presupunem ca f este continud pe [a,c) si pe
(c,b] si cd f este marginita pe o vecindtate a lui ¢. Dacé existd limita

hm f dachhm/f dT—/f

ct+n

acest numar se numeste integrald improprie a lui f pe [a, b]. Dacd exista insa

limita b
llir(l) /f der/f =: V.P./f(:c)dac

aceasta se numegte valoarea principald Cauchy a integralei improprii a lui f
pe [a, b]. Evident, aceasta poate s existe fara ca integrala improprie s existe,
dar integrala improprie daca exista, coincide cu valoarea principala Cauchy a
sa.

In propozitiile §i demonstratiile care urmeaza ne referim fie la integrale
generalizate, fie la integrale improprii de functii reale sau complexe.

Propozitia 11.5.2.Fie Q0 o multime deschisa in C continand semiplanul
superior {z € C: Im z 2 0}. Fie f o functie meromorfd pe Q fard poli in

126



R $i avand un numdr finit de poli in semiplanul {Im z > 0}. Presupunem cd
exista M >0 si k> 1 incat |f(2)| £ M - |z|7* pentru 2 € C culIm z > 0 i |2]
suficient de mare. Atunci pentru o = 0 avem

/emxf(x)dx:%m’ Z Rez(g,a), (11.20)
YN a€P(g)
Im a>0

unde g(z) = €% f(z), z € Q.

Demonstratie. Fie r > 0 suficient de mare, incat toti polii din semiplanul
{Im z > 0} ai functiei f si apartina discului D(0,r). Consideram drumul
"semicircular” ~,.(t) = re, t € [0,7] si drumul liniar 7,.(t) = ¢, t € [—r,r] si
fie v o reparametrizare pe [0, 1] a drumului ~, - ;.. Deoarece R este inchisd in
Q, rezulta ca p := d(R,90Q) > 0. Deci v este un drum inchis partial neted in
domeniul simplu conex {z € C: Im z > —p/2} si v este nul omolog in Q.
Aplicand teorema reziduurilor relativ la g si v obtinem

g(z)dz+ | g(z)dz = [ g(2)dz = 2mi Z Rez(g,a).
ot fotee= |

a€P(g)

o ™ v Im a>0

Dar pentru z € S(7,) avem Im z > 0 si deci [e/?| = e~*™ . Folosind apoi
evaluarea |f(2)| £ M|z|™* (k > 1) pentru |z| mare si Im 2z > 0, deducem

rM M

g(z)dz| £ 7mr sup e ™3| f(2)| ST = —.

/ 2€8(w) A
T

Trecand acum la limita pentru » — oo in stanga egalitatii dinainte rezulta

o0 r

V.P. / e f(z)dr = lim [ g(z)dr =
= lim [ g(z)dz = 2mi Z Rez(g,a).
b aeP(g)
Im a>0

insd ipoteza de marginire asupra lui f asigurd de fapt (folosind de exemplu
criteriul comparatiei) ca f este integrabila generalizat pe (—oo, 00). Concludem
cd (11.20) are loc si demonstratia se incheie.
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Adaptand demonstratia precedentd pentru semiplanul inferior {z € C :
Im z < 0} si considerand drumurile 4,.(t) = re”, ¢t € [7,27] gi 7,7! ca mai jos,
se poate arata de asemenea

Propozitia 11.5.3.Fie Q0 o multime deschisa in C continand semiplanul
inferior {z : Im z < 0}. Fie f o functie meromorfd pe Q fard poli in R gi
avand un numdr finit de poli in semiplanul {Im z < 0}. Presupunem cd existd
M >0 sik > 1 incat |f(z)| £ M|z|™ pentru z € C cu Im 2z < 0 si |2]
suficient de mare. Atunci pentru o <0 avem

o0

/ ¢ f(x)dr = —2mi Y Rez(g,b), (11.21)
s beP(g)
Im b<0

unde g(z) = e f(2), z € Q.

Observatie. Formulele (11.20) si (11.21) se aplicd, in particular functiilor
rationale R = P/Q (P si @ polinoame) care nu au poli in R, astfel incat
grad Q 2 2 + grad P. in acest caz, pentru a > 0 se obtine

/‘R Ydx = 2mi Z Rez(R,a) = —2mi Z Rez(R, D). (11.22)
a€P(R) bEP(R)
Im a>0 Im b<0

Sa notam ca daca functia rationald R nu are poli in R i grad Q = 1+
grad P, atunci R nu este integrabil a generalizat pe (—o0o, 00). Dar si in acest

caz [ €“"R(x)dx este convergentd pentru orice o € R, a # 0. Pentru a arata

acea:sta, folosim binecunoscuta inegalitate a lui Jordan, anume
2t
L<gnt<t <t e, g]) . (11.23)
7

Tata o demonstratie simpla a acesteia. Daca ¢ este o functie continua si
descrescatoare pe un interval real (0, o), atunci functia

t

0=+ [ls)ds e 0.a)

0

este de asemenea descrescitoare. In adevir din



obtinem

w0 = 80— [ o()s = T o) - 2] £0

pentru t € (0,«). AplicAnd aceasta observatie functiei p(f) = cosf, in care

¢

caz avem ®(t) = 1 [cosfdf = =L pentru ¢ € (0,7/2), se obtin inegalitétile
0

(11.23).

Propozitia 11.5.4.Fie R o functie rationala in C care nu are poli in R,
astfel ca lim R(z) = 0. Atunci pentru o > 0 avem

/ e R(x)dx = 2mi Z Rez(g,a) (11.24)
YN a€P(g)
Im a>0
st pentru o < 0 avem
/ T R(x)dr = —2i Z Rez(g,b), (11.25)
SN beP(g)
Im b<0

unde g(z) = e"**R(z), z € C.

Demonstratie. Presupunem « > 0. Consideram drumurile ~,, 7. (r > 0)
si v ca in demonstratia propozitiei 11.5.2. Cum + este inchis, aplicind teorema
reziduurilor functiei g relativ la v obtinem

/g(z)dz+/g(z)dz: /g(z)dz:27ri Z Rez(g,a).

a€P(g)

o ™ v Im a>0

Evaluand acum integrala lui g pe ~,, folosind faptul ca exista M > 0 incat
|f(2)] < M/|z| pentru |z| 2 r si prima inegalitate in (11.23) obtinem
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[o@iz| < [lewr O] i <

Ir

< r-sup |R(2)] /e‘a”i“tdt <
0

|z|=r
/2 ™
< r'% /efarsintdt+ /efarsin(ﬂﬂrtfﬂ)dt
' 0 /2
™/2 0
- M /e—arsintdt_/e—arsin(w—s)ds
0 n/2
/2

:2M/€7m"sintdt é
0

/2
M
<om / emortfmgy = Mg oy,
ar
0

Rezultd cd [ g(z)dz — 0 (r — o) si trecand la limitd in egalitatea ante-
’YT‘
rioara obtinem

V.P. /ei‘”fR(x)dx = lim [ g(z)dz = 2mi Z Rez(g,a).
e B4 acP(g)
Im a>0

Presupunem acum « < 0. Fie 5, = re®, t € [r, 27] i 7 o reparametrizare pe
[0,1] a drumului 4, -7, unde r > 0 este suficient de mare incat polii functiei R
din semiplanul inferior s& apartina discului D(0, ). Aplicand teorema rezidu-

urilor relativ la g si ¥ avem

/g(z)dz+ /g(z)dZ:/g(z)dz: 2mi Z Rez(g,b).
o —1 = beP(g)
r r v Im b<0
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Pentru evaluarea integralei lui g pe 7, procedam ca mai sus. Avem

/ (2)dz| < r- sup |R(z |/ emorsintgy <

Vr

é r- % _/efarsm(ZTrfs)dS

r

M/earsintdtg
0

w/2
M
<2M / T = Z (e 1),

ar

Deci f g(2)dz — 0 (r — o0) si din egalitatea precedentd obtinem
Yr

o0

V.P. /emzﬂ%(x)dx = — lim /g(z)dz = —2mi Z Rez(g,b)
e - be(g)
Tr Im b<0

Pentru a incheia demonstratia, mai ramane de aratat ca integrala

[ e R(z)dx este convergentd dacd o # 0. Punem R = P/Q, P si Q fi-

ind polinoame si @ nu are zerouri in R. Atunci R = (P'Q — PQ’)/Q? este o
functie rationald astfel ca grad Q* = 2+ grad (P'Q — PQ'), deoarece conditia
din ipoteza pentru R implicd grad Q = 1+ grad P. Deci existda C > 0 astfel
ca |R'(2)] £ C|z|7? pentru z suficient de mare. Acum pentru 0 < p < r < 0o
avem

r T

/eiamfR(l‘)dl‘ _ 6. ) :R‘T . i/emzj{/(l’)dl’
T PR Yo'

P P
T

=L e"PR(p) — " R(r) +/emmfR’(x)dx :

(6]
p
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de unde (pentru p si r suficient de mari) obtinem

[ 1 11 [ do
noxr <7 _ _ _
/e R(z)dz| < o] AM(p—&-T)—i—C’/jU2
p p
1 11 11
— M=+ = +0],
Ial{ <p = <p =

care tinde la zero pentru p — oo.

r
In baza criteriului lui Cauchy-Bolzano rezultd ci existd lim [ e **R(x)dz €

T"OOO
0 00
C. Analog, existd lim [ e*R(z)dz. Prin urmare integrala [ e “*R(z)dx
p—00 " oo

este convergentd si coincide cu valoarea principald in sens Cauchy a sa.
Demonstratia se incheie.

Observatie. Integralele generalizate considerate in propozitiile anterioare
sunt cazuri speciale de integrale Fourier. Notam ca in caz de convergenta, este
evidenta egalitatea

/emzdxz /f(a:)cosaacdx+i/f(x)sinaa:d:n,

iar daca f este functie reald, atunci integralele din membrul al doilea reprezinta
partea reald, respectiv partea imaginara a integralei din membrul intéi (« este
real). Mai mult, daca functia f este para (f(—z) = f(z), = € R) atunci

/f(x) cosaa:dx=2/f(m) cos axdr
S )

si
/ f(z)sinazdr =0,

iar dacd f este impara (f(—z) = —f(z), = € R) atunci avem
/ f(x)cosaxdr =0
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/f(l“) sin axdr = Z/f(a:) sin axdx.
o 5

De exemplu, aplicand propozitia 11.5.4 putem obtine valoarea integralei

Laplace:
o .
re' e, a>0
——dx = o
241 —ime®, a <0,
—00
de unde
o0
T COoS QX
———dxr =0
/ 2+ 1
—00
si
o0
Tsinax me a>0
dr = o
22 + 1 —me, a < 0.
—00

Observatie. Inegalitatea lui Jordan (11.23) poate fi folosita de asemenea
pentru a calcula integralele lui Fresnel:

o0 [e o]

1
/costdx:/sinxde: 5 g (11.26)
0 0

In acest scop, fie functia intreagd f(z) = eiz2, z € C. Fie r > 0 gi drumul
Y=y unde ) (t) =t t € [0,7], 7 (t) = ret, t € [0,7/4] si (1) =
r(14+4)(1 —t)/v/2, t € [0,1]. Atunci

T

/eizzdx—&—/eiZZdz—&—/eiZde = /eilzdz =0
0

v2 72 ¥

Dar cu prima inegalitate din (11.23) obtinem

/4 /4
/eiZQdZ g r / 6—72 sin2tdt g r / e—4r2t/ﬂ'dt
V7 0 0

m 2

— 1— -r
47“( e,
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22 VSRV
agadar [ e dz — 0 pentru r — oco. Urmeazi ci

72
T 1
lim [ ¢ dx = lim ¢’ dz = lim 6"2(1+i)2t2/2%(1 +4)dt
0 G

i LT /‘ 1+z\/h

= lim e e .

T—00 \/i 2
0 0

Deci am gasit ca

oo o0 1
/(Cosx2+isinx /e””d:r: +z\/g
0 0

si egaland partile reale si cele imaginare se obtin egalitatile (11.26).

Propozitia 11.5.5.Fie R o functie rationala fara poli in R, astfel ca
lim R(z) = 0. Atunci

/iR(ac)dx: - Z Rez(g,a), (11.27)

a€P(g)
a#0

unde g(z) = R(z) log z, iar functialog este ramura uniforma a functiei logaritm
in C\ Ry cu Im(log) € [0, 2m).

Demonstratie. Convergenta integralei din (11.27) este asigurata de
conditia din ipoteza a lui R.

Fie r > 0 suficient de mare gi 0 < € < 6, € si J suficient de mici, incat
polii functiei g din C* sa apartina discului D(0,), dar sa nu apartina multimii
D(0,0)U{z€C: Rez20, —e =Imz =S¢}

Consideram drumurile 7,(t) = re', t € [arcsin €, 27 — arcsin €], 75(t) =
o, t € J[aresiné,2m —arcsiné], At) = (1 — t) (V2 —e+ei) +
t(Vr?—e?+ei) si2(t) = 1—t) (Vo2 —e2—ei) +t (Vi —e2—ci), t €
[0,1]. Fie v o reparametrizare pe [0,1] a drumului 4, - (42)™" - (35) " - 4L
Atunci 7 este omolog cu zero in domeniul simplu conex C \ R, gi aplicand
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teorema reziduurilor functiei g relativ la v obtinem

/g(z)dzf/g(z)dzf/g(z)dz+/g(z)dz

Ir V2 s 7
:/g(z)dz:2m' Z Rez(g,a).
b a€P(g)
a#0

Evaluand integralele de mai sus, avem intai

M
/g(z)dz < 2rm sup [R(z)logz| = 2rm- —Inr — 0,

z€S(r) r I
Y
Apoi deoarece R este continud pe compactul S(vs), exista & € S(7s) incat
R(&) = sup |R(2)| gl cum |&] = § g1 R este continud in z = 0, rezulta

2€5(vs)

R(&s) — R(0) pentru § — 0. Astfel obtinem

/g(z)dz < 20 sup |R(z)logz| £ 7| R(&5)|6] Ind| — 0.
2€5(v) =0
s
Notam ca in baza conditiei din ipoteza pentru R este asigurata convergenta in-
tegralei [ R(z)Inzdz. Mai mult, deoarece functia R -log este uniform continua
0

pe compactul S(v}), rezulta

/Q(Z)dz - (\/7’2 22— Ez) .

7

~/lg(t(\/7"252\/62€2>+\/5262+6i)dt,

care, pentru ¢ tinzand la zero tinde la

I

(T_5)/9(f(T—5)+5)dt:/fR(x)lnxdac

0
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si deci

hm/ z)dz = hm /TR ln:r:dx—/fR )Inzdz.

T"OO ’I”HOO K

Analog se obtine (folosmd faptul ca In(z — &i) g Inz + 27i)

(lsin% /fR J(Inz + 2mi)dz.
r—00 2 0

Ve

Combinand aceste fapte cu cele de mai sus deducem in final

79%(:0)(193 _ ﬁ 7R(x)(lnx 4 o) d — ]OCR(x) In 2dz

2 2
=— Z Rez(g,a)

a€P(g)

a#0

Demonstratia se incheie.
Observatie. Calculul integralelor de forma

79%(1:)(1:1:, /afR(:v)d:r gi /bR(x)d:c

unde a,b € R (a < b), iar R este o functie rationald fara poli pe intervalul
[a,00), (—00,a], [a,b] respectiv gi R verificd conditia din ipoteza propozitiei
11.5.5, se reduce la calculul integralelor de tipul (11.27) facand schimbarile
de variabild date de functiile omografice z = ¢t +a, x = (at — 1)t gi z =
(bt + a)(t + 1)7! respectiv. Astfel metoda precedenta poate fi folosita pentru
a calcula integralele (Riemann) proprii sau improprii de functii rationale.

Observatie. Pentru calculul integralelor [ R(z)Inzdz, unde R este o

0
functie rationala ca in propozitia 11.5.5 se poate aplica aceeasi metoda ca
in demonstratia acestei propozitii. Convergenta integralei este asigurata de
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conditia din ipotezd asupra lui R. Se alege functia g(z) = R(z)log? z si cons-
derand drumul 7 corespunzator, print-un rationament similar se obtine

/OOR(J:)(IH x)?dr — /ooiR(x)(lnx + 27i)2dx

= 2mi Z Rez(g, a).

acP(g)
a#0
Separand apoi partea reala si cea imaginara, deducem
Vi 1
/iR(x) Inzdr = —iRe Z Rez(g, a), (11.28)
0 a€P(g)
a#0

acP(g)
a#0

Propozitia 11.5.6.Fie R o functie rationala fara poli in R, astfel ca
lim R(z) = 0. Atunci pentru « € (0,1) avem

Z—00

/iR(a:)dx = —%Im Z Rez(g, a). (11.29)

sin am
a€P(g)
a#0

/Rx(f)dx et Z Rez(g,a) (11.30)

unde g(z) = R(z)-e~*18% jar log este ramura uniformd a functiei logaritm in
C\ R4 cuIm(log) € [0, 27).

Demonstratie. Conditia din ipoteza asupra lui R asigura convergenta
integralei (11.30). In continuare aplicam rationamentul din demonstratia
propozitiei 11.5.5 pentru functia g(z) = R(z)e ®1%* » # 0. Continuand
aceleagi drumuri pentru conturul de integrat si aplicand teorema reziduurilor

obtinem
/g(z)dz—/g(z)dz—/g(z)dz+/g(z)dz

Vr 72 s 7
= 2mi Z Rez(g,a).

aeP(g)

a#0
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Deoarece existd M > 0 incat |R(z)| £ M|z|~! pentru |z| — oo, avem

/g(z)dz <2rm sup |R(z)e 8| <27 M ™ — 0
K z€8(r) o

si de asemenea

/g(z)dz <om osup |R(z)e @187
g 2€5(7s)

<7 sup [R(2)]-6"7% — 0.
z€8(7s) -0

Pe de alta parte obtinem

§—0
r—00 "
’YE

lim /g(z)dz = /.’R(x)e_al”dx = /.‘R(x)x_adx,
0 0

0—0
r—00 "o
Ve

lim g(z)dz — /R(x)efa(lnxum)dx
0

= e‘Qa”i/fR(I):v_ad:p.
0

Astfel concludem ca

oo

o 2
/iR(r)r dx e E Rez(g,a)
0 a€P(g)
a#0
7.[.66!71'
= — E Rez(g,a)
sin arr
a€P(g)
a#0

si demonstratis se incheie.
Propozitia 11.5.7.Fie R o functie rationald farda poli pe semiazxa pozitiva
(0,00), avind cem mult un pol simplu in z = 0 si astfel ca lim zR(z) = 0.
zZ—00
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Atunci pentru o € (0,1) avem

o0

o 2mi
/x R(z)dx = T gzt Z Rez(g,a) (11.31)

cP
0 aa;ﬁ(og)

unde g(z) = R(2)e*1°8* iar functia log este ramura uniformd a functiei loga-
ritm in C\ Ry cu Im(log) € [0, 27).

Demonstratie. Procedam tot ca in demonstratia propozitiei 11.5.5. Con-
siderand aceleagi drumuri si folosind aceleagi notatii avem pentru r suficient
de mare si d suficient de mic,

/fR(x)ealogzdz = 2 Z Rez(g,a),
) acF(o)
a#0

unde N =7, (752)71 . ('76)_1 . ’751' Dar }ealogz’ — eRelogz — palnlz| — |Z|a. Mai
mult, deoarece R are cel mult un pol de ordinul 1 in z = 0, exista C' > 0 astfel
cd |R(2)| = C/|z| pe o vecinatate redusa a lui 0. Prin urmare rezulta

/ 9(2)dz| < 20m - 6°C/0 = 270" — 0.
Y5

Pe de altd parte, exista M > 0 astfel ca |R(2)| £ M/|z|* pentru |z| = r si deci

T—00

/g(z)dz <2rm-r®  M/r* =27xM/r'"™" — 0.
v
in final, pentru § si r fixati avem

/g(z)dz—/g(z)dz — (1 —6270‘i)/32(1,)ealnzdx

E—>
72 72 g
si concludem ca
o0
2*R(z)dzx = lim [ R(z)e*8%dz
1— eZam 5—0
0 r—00
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Demonstratia se incheie.

Acum vom considera cazul in care functia de integrat are un numar finit de
poli pe axa reala. Demonstram intai

Lema 11.5.8.Fie o, € [0,7] cu v < B gi ¢ > 0. Fie S sectorul circular
{z€C: |z|Se, aZargz < B, si drumul v.(t) = ee, t € [a, 8. Daca f
este o functie olomorfa pe o vecindtate deschisa a lui S si z = 0 este un pol
simplu pentru f, atunci

e—0

1im/f(z)dz =1(8—a)Rez (f,0). (11.32)

Demonstratie. Din dezvoltarea in serie Laurent a lui f in punctul z =0
deducem ca exista o functie olomorfa g pe o deschisa U continand pe S, astfel
cd g(0) =04l 2f(2) = A+ g(2) pentru z € U, unde A = Rez (f,0). Atunci

avem
/f(z)dz/)\der/g(z)dz
z z
Ve Ve Ye
B

=(8—a)\ +i/g(seit)dt.

e}

Deoarece g(ce) - ¢(0) = 0 uniform pentru ¢ € [«, 3], trecand la limita in

aceasta egalitate pentru € — 0, obtinem (11.32).

S& notam ca lema raméane valabild (cu modificarile corespunzatoare) daca
se face translatie a originii intr-un alt punct (arbitrar) din R.

Acum putem arata

Propozitia 11.5.9.Fie f o functie meromorfa pe C care are un numdar
finit de poli in {z € C: Im z > 0} si un numar finit de poli simplii in R.
Presupunem ca exista M > 0 astfel ca |f(z)| £ M/|z| pentru |z| suficient de
mare. Atunci pentru o > 0 avem

o]

V.P. /emxf(a:)dxz%ri Z Rez(g,a) + mi Z Rez(g,b), (11.33)

s a€P(f) beP(f)
Im a>0 beR

unde g(z) = €' f(2).
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Demonstratie. Fie r > 0 suficient de mare incat toti polii lui f din
semiplanul superior {z € C : Im z = 0} s& fie in discul D(0,r) si |f(2)] <
M/|z| pentru |z| = r. Fie by < by < ... < b, polii lui f din R. Pentru
ke {l,2,...,n} fieep > 0, g < 1, astfel cd D(b,ex) contine doar polul by
(al lui f) din semiplanul {Im z = 0} si D(by,ex) N D(bj,e;) = 0 pentru k # j
st 0D(o,7)NAD(b1,e1) =0, 0D(0,r) N ID(by,,) = 0. Consideram drumurile
semicirculare 7,.(t) = re, 4., (t) = ee (1 < k < n) pentru ¢ € [0, 7] si
drumurile liniare 7., = [—7,b1 — €1], Tepcpy = [k + ks bop1 — €ps1] (1S K S
n— 1) §i Tenyr = [bn+5m T]' Atunci Y=V Vrer "75711 "Tei,e2 '75721 - "7;11 “Ten,r este
un drum nul omotop in C. Aplicand teorema reziduurilor functiei f relativ la
~ obtinem

/9(z)dz+ / g(z)dz—i/g(z)dz+

Yr Tr,eq

+§ / g(z)dz+/g(z)dz

- Tek ekt Ten,r

:/g(z)dz=27ri Z Rez(g, a).

aeP(f)

v Im a>0

insa folosind majorarea |f(z)| £ M/r pentru |z| 2 r si inegalitatea lui Jordan,
gasim ca f’yrg(z)dz — 0 pentru r — o0. De asemenea cu lema 11.5.8 obtinem

n

lim /g(z)dz = m’ZRez(g,bk)

. er—0 %
=1 Yep =1

si pe de alta parte

n—1
6lliglo/g(z)der;Qkigo / g(z)dz+

Trieq Teg eh+1
T

lim g(z)dz = /g(x)d:c.

en—0

Ten.r —r

Prin urmare, trecand la limita pentru r — oo in egalitatea de mai sus obtinem
(11.33). Demonstratia se incheie.
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Observatie. Ca aplicatie a propozitiei 11.5.9 se obtine

o0
eix
— =T,
T
—00
de unde
oo o0
/ smm / mm
—00 0

Ultima integrala este adesea asociata cu numele lui Poisson, Laplace, sau
Dirichlet, dar ea a fost calculata intai de Euler, impreuna cu integralele

[} [
Sll’l T COS ™ ™

0

intr-o forma echivalenta, acestea din urma sunt chiar integralele lui Fresnel.

11.6 Aplicatii ale teoremei reziduurilor la calculul unor
sume

Teorema reziduurilor are de asemena multe aplicatii in teoria numerelor,
in special in calculul unor sume de serii. Vom prezenta in continuare cateva
asemena aplicatii.

Propozitia 11.6.1.Fie f o functiec meromorfa pe C avand un numar finit
de poli, astfel ca hm zf(z) = 0. Atunci

2| =00

> fln) == ) Rez(g,a) (11.34)

n=-—00 acP|
ng»()) P)

unde g(z) = wf(z) cot mz pentru z € C, z ¢ ZU P(f).

Demonstratie. Mai intai notam cd functia wcot 7z = 7w coswz/sinwz are
un pol simplu in fiecare numar intreg n, deoarece sin 7z are un zerou simplu
in n gi avem

TCOSTZ T COSNT

Rez(mcotmz,n) = lim(z — n)— = =
z—n SN T2 TCOSTTZ
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Fie N un numar natural suficient de mare, incat polii functiei f sa fie
continuti in patratul Ry cu varfurile £(N + 1/2) (N + 1/2)i. Notam cu yx
drumul (dreptunghiular) ORy.

Aplicand teorema reziduurilor functiei g relativ la vy gésim

/g(z)dz:Qm' Z fln) + Z Rez(g,a)

™ ng(f) e

Acum vom arata ca membrul stang al acestei egalitati tinde cétre zero pentru
N — 0. Pentru aceasta ardtam ca | cot mz| < 2 pentru z € Ry (frontiera lui
Ry). Astfel, dacd Re z = N +1/2 5i Im z = y, atunci

6271'722 + 1 _ ‘e‘rri—27ry + 1

e2miz _ - Zeﬂ'i—QTry _ ]_

cotmz =1

de unde avem
1 _ e—27ry

— <1
1+ e2m
Analog, dacd Re z = ¢i Im 2 = y = N + 1/2 obtinem

|cot mz| =

1+ 6771‘(2N+1)

|cot mz| < 2

1 _ e-m(2N+D) <
(deoarece fractia este maxima pentru N = 0). intrucat functia cot este impara,
rezulta ca ea se majoreaza la fel i pe celelalte doua laturi ale patratului Ry.
Apoi cum L(yy) = 8N + 4, deducem

/g(z)dz < (BN +4) sup |7f(z)cotmz| < 87(2N + 1) sup |f(2)]
2€E0RN zEORN
N

8m(2N + 1)

lzn |

lzn f (2] 0

= 812N + 1)|f(2n)| =

 167(2N +1)
= 2N +1

lzn f(2n)|

unde zy € ORy astfel ca |f(zn| = supgp, |f] si deci |2y] =2 N + 1/2. Prin
urmare, facand N — oo in egalitatea care da integrala lui g pe vy, obtinem
formula (11.34).
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Propozitia 11.6.2.Fic f o functiec meromorfa pe C avand un numar finit
de poli, astfel cd lim zf(z) =0. Atunci

|z| =00
> (=1)"f(n)=— > Rez(g.a), (11.35)
n#3(f) e

unde g(z) = wf(z)sinmwz pentru z € C, z ¢ ZU P(f).
Demonstratie. Functia 7cscmz = n/sinmz are un pol simplu in fiecare
numar intreg n si avem
1

Rez(mesemz,n) = p—— (=)™

in continuare procedam ca in demonstratia anterioara. Consideram acelasi
patrat Ry si acelasi drum 7. Deoarece avem

csc?mz =1+ cot’ 7z,

rezultd ca functia cscmz este marginita pe dRy. Folosind aceasta si conditia
din ipoteza pentru f deducem ca mai inainte ca

lim [ g(2)dz=0

N—oo
TN

si aplicand teorema reziduurilor obtinem formula (11.35).

Observatie. In acest context putem viza si calculul unor sume in care
intervin coeficientii binomiali C* =coeficientul lui 2* in polinomul (1 + z),
n,k € N, k < n. intai notam ca prin teorema reziduurilor (sau formula generala
integrald Cauchy) avem

1 (I+2)"
ch= _— [ —Zdz, 11.36
" 2mi 2kt ( )
v
unde 7 este un drum (simplu) inchis partial neted care inconjoari originea. In
particular, din (11.36) rezulta

W L (042

om = =
T 2w zntl
v

si luand o = 9D(0, 1) obtinem evaluarea C3, < 4".

dz
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De exemplu, pentru a calcula suma S, = > (05)2, putem considera pe
k=0
C* fie coeficientul lui z* in (14 2)", fie coeficientul lui =% in (1 +1/2)". Deci
Sy, este termenul constant in (1 + 2)™(1 4 1/2)". Astfel avem

n

1 1 1\"
k=0
0

1 1+ 2)%
= — / 7( ) dz = C3,,.

2mi 2zt "

0

Observatie. Metoda de mai sus poate fi folosita si pentru a arata ca
anumite functii sunt marginite. De exemplu, sa consideram functia Bessel

x x? x3

B(x)=1- — .. (z2=20).
(@) aE e et @20
Deoarece 1/n! este coeficientul lui 2" din dezvoltarea (in serie a) lui e*, iar
(—x)"/n! este coeficientul lui 2= din dezvoltarea lui e~*/# rezulta (prin teo-
rema reziduurilor) c&

z _ ,—x/z 1 z—x/z
B(x) = Rez (e € ,0> :7‘/6 dz
z 211 z

Y0

unde 7 este un drum circular centrat in origine.
Luand vy = dD(0, y/x) obtinem

2

1 o
B(l’) — 7/621\/Esmtdt
2m
0
st prin urmare |B(z)| < 1 pentru orice z 2 0.
In incheiere demonstram
Teorema 11.6.3.(Gauss) Pentru orice numdr intreg n > 1 avem

n—1

- 1—n
Y e = /it kg (11.37)

— 141

Demonstratie. (Kroneker). Fie r > 0 suficient de mare si ¢ > 0 suficient
de mic. Consideram drumurile ”semicirculare” ~.(t) = ee®, t € [-7/2,7/2] si
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Yen(t) = dn+ee’, t € [1/2,3n/2]. Punem vy = $n —ir, vy = in+ir, vy = ir,

vy = —ir §i consideram drumurile liniare v, = [vy, %n —ig], v = [%n + g, vy,
Vs = [v2,v3], a = [v3, €], V5 = i, val, %6 = [va,01). Fie vy =y 907273
Yo7 Y5 e

Prin teorema reziduurilor avem
27iz? /n
€ _ E e271'1'1@2/71
e2miz _ . :
o O<k<§

Cum functia (e*™* — 1)~! are in z = 0 pol simplu avem

627riz2/n 27Tiz2/n 1 )
f(z):m:e %(1+coz+clz +...)
(1+z-g(2)),

2miz

unde g este o functie olomorfd pe o vecindtate a lui 0. Deoarece [ g(z)dz — 0
Ve
(e = 0)si [ % =i, rezulté c&
Ye

Analog obtinem

1 2mi(in 2/n
[ sz = g
0, n — impar.
Ye,n

. S 1.2 - 1.2 v
Apoicum Y e¥k/m =1 S 2k /ndeducem ca

0<k<n/2 0<k<n
k#n/2
1 n—1
- 2mik? /n
= f

Dacd z =z +ir, 0 < z < n/2, avem

e271'@',22/71 6747717’/77,

A
A

f(2) = 2

eQTriz _ 1 = 1 _ 6—271'7“
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Arzr/n

PG S S

g1 f(z —ir) — 0 pentru r — oo, dacd z < n/2. Astfel

7Zf(,z)dz h— 0, %/f(z)dz — 0.

2

A

T—00

Acum,

[ e+ [ 10 -

Y4 5

[ 1 1

_ —2miy? /n

= z/e (e_Qﬂy—lJreQ“y—l)dy'
Deoarece

1 n 1 B 1 n e~2my _ 1

e —1 4] e?w—1 l—e2w

rezulta

/f(z)dz+/f(z)dzz'/re%“’z/”dy.
Y 35 c

r

[ [z =i [ e,

Pe de alta parte

71 72 €
unde ) _
6727ry+(7rm/2) 627Ty+(mn/2)
h(y) = e—2mytmin _ | + e2my+min _ 1
Dar 4 ‘ .
e27'ry-&-(7'rm/2) e‘mn/Q e—7r1n/2
e27ry77rin -1 - emin _ t;/,727ry - 1— t27271'yfm'n
si deci

e—ﬂ'in/Q S in/2
—2my+min —Tin .—n
h(y) = e—2mytmin _ | (e Y - 1) =¢€ =t

147



Folosind aceste fapte si facind € — 0, r — oo obtinem

n—1 "
1

- Ze2wk2i/n _ (Z + Z-lfn> lim /6727riy2/ndy
2 k=0 T‘E::O% -
r 0o
=n(i+i") lin% /eiZﬂindy = (i+i") /e 2miy® gy,
r—00 " 0

Dar pentru n = 1 avem

n—1
Z 6727Tik2/n _ 60 -1

k=0

si din egalitatea de mai sus obtinem
—2miy? _
e dy = ——.
/ YT o0
0

in concluzie, tot din egalitatea anterioara rezulta

n—1

: 1-n
12 1+
E e%‘rzk /n \/ﬁ . )

P 141
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Capitolul 12

Probleme propuse

Exercitiul 1. Fie a = re’ # 0 si v un drum inchis partial neted in C*, cu

dz
punctul initial 1 si punctul final a. Aritati cd existd n € Z astfel ca [ — =
z
5
logr +i(0 + 2nm).
Exercitiul 2. Aratati ca daca polinoamele lui Legendre

[(22 _ 1)n] (n)

Fu(2) = 2np!

admit reprezentarea integrala

P,(2) ! /(w2 — " dz

T 2mi 2n(w — z)nt!
Y

unde «y este un drum simplu inchis partial neted in C, iar z nu este in compo-
nenta conexa nemarginita a lui C\ S(v).
Exercitiul 3. Fie f o functie olomorfa pe o vecinatate a discului unitate

inchis. Aratati ca
1 2
1 .
/|f(:p)\2dx < 5/‘f(e”)]2dt.
51 0

Indicatie. Se arata intai inegalitatea in cazul ca f(z) este real pentru orice
x € [—1,1]. Pentru aceasta, se aplicd teorema lui Cauchy pentru frontiera
semidiscului unitate superior, respectiv cel inferior si se obtine respectiv

_/lf(x)|2dx gg/!f(e“)fdt, _/1|f(x)|2d;p gﬂ/‘f(eit)‘zdt.
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mn
Exercitiul 4. Dacd P(z) = ) a;2" este un polinom in C ardtati ca
k=0

1

- a;a
P(x)2dx = —Lr
[1p@) PO

0

Exercitiul 5. Calculati [ <21> dz, unde v(t) = 1 + € pentru t €
) _
[0,27] sin e N, n#0.

Exercitiul 6. Fie v un drum simplu inchis partial neted in C, astfel ca
n(vy,a) este 0 si 1 pentru orice a ¢ S(7). Fie f o functie intreagd incat Z(f) N
S(v) = 0. Aratati ca pentru orice m > 1 natural are loc egalitatea

N .
ori | © f(2) akezz(f) @ -

K n(vax)=1

Exercitiul 7. Fie p un polinom de grad n si » > 0 astfel ca p nu are
radacini in multimea {2z : |z| > r}. Aratati ca

/
/ () dz = 2nmi.

p(2)
aD(0,r)

Exercitiul 8. Folosind principiul argumentului i teorema lui Morera,
1
aratati ca functia v22 — 1 = exp (2 log(2? — 1)) este olomorfa pe C\ [—1, 1].
Exercitiul 9. Fie m si n numere naturale. Aratati ca
1 / (22 — 1)mdz _ { (()il)’“C,’j+2k, m=n+2k, k>0

271 omtntl in rest.
aD(0,1)

)

Exercitiul 10. Fie f o functie intreagd, r > 0 si a,b € D(0,r). Calculati

integrala
e,
| ae

aD(0,1)

si folositi aceasta pentru a demonstra teorema lui Liouville.
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Exercitiul 11. Daca f(z) = > a,2" pentru |z| < r si g(z) = > b, 2"
n=0 n=0

pentru |z| < p, aratati ca

Zanb Z" / Jw) dw (|z] < rp).
" o
oD(0,r)
Exercitiul 12. Fie f o functie olomorfa pe o vecindtate a discului unitate
inchis D.
a) Aratati ca

(1 B |Z| 2m /f

b) Deduceti din (a) ca

2
(1= 121*) |f(=)] = %/ ()| dt.
0

a—z

dw (lz] < 1).

Exercitiul 13. Aratati ca ecuatia ze = 1, unde o > 1, are o unica
solutie in discul D si aceasta solutie este pozitivi.

Exercitiul 14. Aratati ca ecuatia z + e * = «, unde a > 1, are o unica
solutie z, in semiplanul drept {z : Re z = 0} si aceastd solutie este reald.
Calculati ilel Za-

z

Exercitiul 15. Determinati numarul radacinilor ecuatiei 2* — 9z +1 =0
continute in coroana A(0;1, 3).

Exercitiul 16. Fie f o functie olomorfa pe o vecinatate a discului unitate
D, astfel ca |f(2)] < 1 pentru |z| = 1. Determinati numarul de solutii in D ale
ecuatiei f(z) = 2", unde n € N* In particular pentru n = 1.

Exercitiul 17. Aratati ca functia f(z) = zm—&-im, m € N*| ia orice valoare
nereala din discul unitate D exact de m ori. :

Exercitiul 18. Aritati ca pentru orice n € N*, Rez ((1 —e™*)™™,0) =1

Exercitiul 19. Fie a € C un pol pentru o functie f si fie ¢ o functie
olomorfa pe o vecinatate a lui a.

a) Aratati ca Rez(fg,a) = g(a)Rez(f,a).
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b) Folosind (a), ardtati ca daca Q este un domeniu, f € H(Q\{a1,...,amn})
astfel c& ay (1 < k < m) sunt poli simpli pentru f gi dacd g € H(Q), atunci

oi /f dz = Zn(%ak)g(ak)Rez(f, a),

k=1

unde 7 este un drum inchis partial neted si omolog cu zero in Q si a;, ¢ S(7v)
pentru 1 < k < m.

Exercitiul 20. Aratati ca daca o functie rationala f este derivata altei
functii rationale, atunci toate reziduurile lui f sunt egale cu zero.

Exercitiul 21. Calculati integralele:

2r  gin?

@) f5+3cosx

27

b) [

o (a+cosz)?’

7

a€R, |a] > 1;

cos? 3x
de, 0 < a < 1;
¢) f 1 — 2a.cos 2z + a2 . @ '

27

d) fsin(nx)tangdx, neN;
0
® dr

6) _{O 1’4+1’

T dx

b .
1) ,{O 22+ a?)? (22 + b?)’ a,6>0;

22 dx
WJ"ﬁ+1

—00

X  cosx

h)f , a €R;

0 sin ax

)f a€eR, a#0;

.I' COs @
zt+1

ﬂf

, a €R, a#0;
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N.
)fac”—i—l ’
smx
l)f
)f“mm dr, « €R, a £ 0, a > 0;
00 p.a—1
d 1;
n)bf +11’0<Oz<
Of 1+x)

p) [z In™adx, 0 < <1, meN*
0

Exercitiul 22. Verificati egalitatile:

cos® 3z 1—a+a?
dr=mn———,0<a <1
a)f1—2a008x+a2x T 1—a “

2T m
b) [In(sin®2x)dx = 4 [In(sinz)dr = —4rIn2;
0 0

c) zeQCOSIdx2ﬂ§W;

d) 7:;2";23: = 2\/&(7;+1), a>0;

¢ j? 1+J:6 B 2;;

f) f 1::; m:sinﬂaw’ O<a<l;

9) Z Zjli(;f _ %e—aa/ﬁsin%7 6,0 €R, a#0;
h)T lnx) x:—%;
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% nd g

z)f

dx—O

j)f1+$4 8sin%’

0<a<d4.

Exercitiul 23. Arittati ca [ e cost2dt = ?\/ 1+V2.

0
Indicatie. Procedati ca in cazul integralelor lui Fresnel, inlocuind unghiul
/4 cu /8.
Exercitiul 24. Calculati sumele:

S |
) 2 o

n=1 712 + 1

bl

- C5, = V5.

Exercitiul 26. Aritati cd pentru orice a € C\ Z avem:

) 5 ! ™ i deduceti ci 55— =T
a = l educetl Ca D EEEE——— —_—
neoo (a+n)?  sin’ma i a0 (2n+1)2 87

1 S 2a
b) —+ ——— = mcotma;
) a nzlcﬂ—n?

()a_7r

sinma’

oty
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Exercitiul 27. Demonstrati inegalitatea

S(w) , n=1.

Exercitiul 28. Aratati ca pentru |z| < 1/4 are loc

n

> (=1Fck-ck,

k=1

Z Cp 2" = (1 —4z)7 Y2

n=0
Exercitiul 29. Aratati ca z, — 0 (n — o) unde:

0) 30 = 3 (—1)/CF;

k=0
b) @ = 3 (~1)k /CF.
k=0

Exercitiul 30. Exemplu de functie intreaga, marginita pe orice dreapta
care trece prin origine. Consideram functia

tt

f(z)—/etzdt (z € C).

o
Integrala converge absolut, deoarece |e"tf| = e/t si [(e'*/t')dt converge.
0

Functia f este continua pe C. De asemenea, pentru orice dreptunghi inchis R
avem

Ooetz
/f(z)dz:/ /t—tdt dz =
OR R \0
o0 etz o0
[ [5as | de= [oi=o
m
0 VR 0

unde intervertirea ordinii de integrare este bazata tocmai pe convergenta ab-
solutd a integralei improprii. Astfel, prin teorema lui Morera deducem ca f
este o functie intreaga.

Din definitie rezulta ca f(z) este real pentru z real. Deci in virtutea principi-
ului reflexiei al lui Schwarz avem f(Z) = f(z) pentru orice z. Acum aratam ca f
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este marginita in semiplanul superior {z : Im z > 7}, de unde prin remarca an-
terioard urmeaza cd f este marginita i in semiplanul inferior {z : Im z < —7}.

Fiee, r > 0 cu € <r §1 consideram drumurile v.(t) = ee”, y,(t) = re”,
t e [0, 7r/2] sind, =@ A2, = rieisiy = 9L, w72, - 72" Deoarece
p(w) = ev* Jw™ este func’gle olomorfa in C\{w € C, w< 0} (pentru w® ludm
determinarea principald), rezulta ca

[ etwyaw—o.

Prin urmare obtinem

/—m / >m—/wmm—/www.

QxS r

Acum [ p(w)dw > 0 deoarece hm <p( ) = 1. Apoi dacd w = iy pentru
Ve
y € [e,r] avem

—/wmm=¢/é;@§/

Yz

J / J ()"
Ve r
insa pentru Im z =m/2+ ¢ (¢ > 0) obtinem
ez e—v(m/2+0) e—v(m/2+0) e
)7 |~ Tevlogliy)l e v

Astfel deducem

T

1

1
d S 7yCd — _ —&c __ —rc -
/@(w)w,/e y=-(e"-e") — -

r—00
e, €

in sfarsit, pentru a evalua integrala pe «, consideram w = re?, § € [0,7/2].
Atunci logw = Inr + 46 si deci

ewz

| exp[(rcos b + irsin0)(x + iy)]
~ |exp[(rcos + irsinf)(Inr + i0)]

= exp[(x —Inr)rcosf + (§ — y)rsinb].

wU}

156



Acum pentru r suficient de mare avem Inr —z > y > y — 0 si deci

ewz

< e 0 < emer
wv -

de unde
/gp(w)dw < gre*” — 0.

r—00
Ir

in concluzie, pentru € — 0 gi r — oo obtinem

o]

tz 1
D)
C

sl = | [ G| <
0

pentru orice z € C cu Im z = 7/2+ ¢. Cu remarca de mai sus rezulta ca f este
marginita in afara benzii {z: |Im z| < 7}.

Acum definim functia g(z) = f(z — 2mi), 2 € C. Atunci g este Intreaga si
lg] £ 1 1in afara benzii {z : © < |Im z| < 37}. Deci g este marginita pe orice
dreapta care trece prin origine.

Exercitiul 31. Dacé g este functia de mai sus, aratati ca g(z + 27i) — oo
pentru z — oo, = € R.

Exercitiul 32. Considerati integralele

0
I, = /e’tt”dt n=0,1,2,...
0
Folosind integrarea prin parti, aratati ca I, = nl,_; si deduceti ca I, = nl.

o0
Exercitiul 33. Aritati ca integrala [ e 't*dt converge uniform pentru
0

Rez > —1.
Indicatie. Avem |t?| = |e*!o8t| = e(Re2)logt — gRez (3 > ().
Exercitiul 34. Functia Gamma este definita prin

[(z) = /e*ttzfldt (z€C, Rez>0).
0
Aratati ca T este functie olomorfd in semiplanul drept si I'(n) = (n—1)! pentru
orice n € C*. De asemenea, [" are o singularitate In z = 0 deoarece

(o)

—t
I(e) = /;—ﬁdt — oo pentru e — 0F.

0
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Exercitiul 35.
a) Folositi integrarea prin parti si ardtati ca

r 1
P = LD Ry ),
z

Aceastd identitate permite sd extindem functia I' la semiplanul {z :
Re z > —1, z # 0}. Aceasta extensie va fi olomorfa pentru —1 < Re z <

0. Apoi, deoarece I" este continua pe dreapta Re z = 1, rezulta
r 1 (i 1
lim I'(z) = lim (z+1) = (Zy,+ )

z—iy Z2—1Y z Yy

= I'(iy)

pentru y € R, y # 0, deci I' este continud pe axa imaginara exceptand
originea. Astfel rezulta ca extensia lui I' este olomorfa pe multimea {z :
Re z > —1, 2z # 0}. Mai mult, 2 = 0 este un pol simplu pentru T' gi
Rez(T',0) = 1.

b) Continuand in acest mod, se poate defini

I(z+1) TI(z+2)

I'(z)= . :z(z+1) (Re z > —2),
. I'(z+3) B
F(z)—m (Rez>-3),...,

T+ Ek+1)
PO =i erm Bez>—F-D

pentru orice k € N. Aratati ca intregii nepozitivi sunt poli simplii pentru
functia (extinsa) I' gi ca

Rez(T, —k) = (—k1')k (k=1).

Exercitiul 36. Fie I'(z) =T'1(z) + I'2(2) unde
1 00

I'i(z) = /e’ttzfldt, Iy(z) = /e’ttzfldt.

0 1

Aratati:
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a) Integrala I'y este uniform convergenta pe C si definegte o functie intreaga.

b) Pentru Re z > 0 are loc

1 Ul
Fl(z):/<1—t+2!—3!+...>t2—1dt

0
ﬁz+1 tz+2
/tz ldt—/fzdtJr/ dt—/ T dt + ...
J [
1 1+ 1
Tz ozl 21(z+2) 3!(z+3)

Aceasta serie de puteri intregi definegte o extensie olomorfa a lui I'; 1la C
exceptand Intregii nepozitivi. Deduceti ca

(=1*
Rez(T', —k) = Rez(I'y, —k) = kz=1.

Exercitiul 37. Aratati ca

n

['(z) = lim [ ¢! (1 - t> dt (Rez>0).
n—00 n

0

Indicatie. Pentru k < n, avem

t t2
Set_(1-2) < —
0= < n>_2n2

si folosind apoi identitatea

a® —b" <na"'(a—b) pentru a > b,
rezulta ca
e it?

_ (1 _ t) ,
n 2n
Exercitiul 38. Si se construiasca functia f olomorfa ,f(z) = u(x,y) +

iw(z,y), z =« + iy, daca:
L ou(r,y) = 2% —y* -

=

ﬁyy cu conditia f(1) = 0.
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Raspuns : f(z) = 2% — -,
z

2. u(x,y) = x cos yshx — ysin ychz, cu conditia f(0) = 0.
Raspuns :f(z) = zshz.

3. v(z,y) = @) sin(2zy), cu conditia f(0) = 1.

Raspuns : f(z) = e*.

4. v(z,y) =e" (x siny — ycosy), cu conditia f(0) = 0.

Raspuns : f(z) = —ze %,

5. u(z,y) = p(z* —y?), p € .

Raspuns: Din conditia de armonicitate a functiei u(z, y), obtinem ecuatia
diferentiald ¢'(z% — y?) = 0, de unde u(z,y) = c1(2x? — y?) + ¢y, iar f(2) =
c12% + ¢z, unde ¢;, c3 € C.

6. v(z,y) = w(%), pe P

Raspuns: Notam ¢t = 2 Conditia Av = 0, conduce la rezolvarea ecuatiei
T

diferentiale (1 + t*)¢/(t) + 2t¢'(t) = 0. Separand variabilele i integrand,
obtinem ¢(t) = ¢y arctan(t) + co. Din conditiile Cauchy-Riemann, rezulta
u(z,y) = c13 In(2? + y?) + ¢3, de unde f(2) = ¢;Log(2) + ¢3 + ico.

Exercitiul 39. Dezvoltati in serie Taylor in jurul punctului a indicat
functiile :

1
L ()= a=i
. . _ 1 1 o (z—1i)"
Raspuns : f(z) = z—i+i—27i—21 z—ziz z—2"+1’
i—
|z —i| < /5.
1

2 = =1

=S =%
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1 1 1

Raspuns: f(2) = =3 T 7.3 = e
;__liz—l —l—iz—l i(l—i)(z—l)” cand
(z-1)-1 24 2n+l ’
|z —1| < 1.

3. f(z) =cos?(z), a=0.

9 ' ~ l+cos2z 1 = . (22)%

Raspuns : f(z) = — = 5(1 + ;}(—1) o)) )

Exercitiul 40. Dezvoltati in serie Laurent pe domeniul indicat functiile :

22—2z+5

1. = D: -2 iD:1 2.
1

2. f(z):sinz7 D:a=0.

1
z<1—§+—‘,‘+)

1
Raspuns : f(z) = =~(ag+ a1z +azz*+....), de unde
z

(ap+arz+agz®+....) (1 — '3—2, + g—? + ) =1 inmult;inénd cele doua paranteze
si identificand , obtinem agxy 1 =0 8i ag = 1,a2 = %, ay = 34

3. f(z) =Log(z), f(1—i)=3m2+i" a=i.

Raspuns : Alegem ramura logaritmului care verificd conditia initiala |

de unde rezultd k = 2. Cum f(z )+ Zan z —1)", derivand, avem
n=1
G 1 1 11 1 o
! = — 7 n—1 = - = = — - = — —
) ;”a”(z R A g i;(
_1)n—1

Din identificarea coeficientilor, deducem ca a, = i in plus, f(i) =
3

In(1) + z(g + 47r) — 97 Reaultd f(2) = i~y %(Z —qy,

n=1
Exercitiul 41. Calculati urmatoarele integrale cu ajutorul teoremei rezidu-

urilor. . 5
C ot -z’ +1 o
1. / Wd.r RZ ?(COS - + Sln 12)

—00
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2. R: 3mv2,
/0 23;2 T 82

> . m(4020)!
3. /0 (22 +1) 2011dm R'24020(2010!)2'

2T
4. | ——d >1 Rzl
/0 atcosz o Va?-1

27
5./ L v |
o 4—sin’z 3

27 _ 42\ ,inx
6./ (1 =a)e ,a€R, |al #1
0

1 —2acosx + a?’

Raspuns : Avem discutie dupd a. Astfel, daca |a|] < 1, a # 0, atunci
integrala este egala cu 2ma™ , pentru |a| > 1, gdsim integrala egald cu —2m/a".
Pentru a = 0, , distingem iar doua cazuri, o data pentru n > 1, obtinem
integrala nula | iar pentru n = 0, rezultatul integralei este 2.

2
dx .
7. —_ R: 3T
/0 (3 + cosx)? 8v2

2m
8./ (1 = cosz)"sin(nz)dx R:0.
0

o) : b —bc
0. / xsin(az) + cos( m)’ a.b,c € R R:Z (e + %)
0

2+ ¢?

10 > xsin(fx) o
. _ : 2
o X2+ 2+ 1 e

Exercitiul 42. Fie functia u(z,y) = In(2* + y*) + e®cosy.

a) Aratati ca u(x,y) este o functie armonica.

b) Construiti f(z) olomorfa , f(z) = u(x,y) + iv(z,y), unde u(x,y) este
functia precizata in enunt, cu conditia f(1) = e.

¢) Fie R € (0,00)\(3, é) Calculati integrala

; £() — 2Logz
I_/Zl r 2(z41) dz

Raspuns : b) f(z) = 2Logz + €*
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¢) Distingem 3 cazuri : R < %, cand integrala este 0 | % < R < %, cand
se obtine I = 2mi(1 — 4), si ultimul caz, R > %, valoarea integralei fiind
I =2mi[l —cosl+i(sinl—1)].

Exercitiul 43. a) S& se determine {z € C|cosz = 2}.

d
b) Sa se calculeze T :/ =
|o—i|=1 0 — 4cos z

Raspuns a) {+iln2+ 2k7|k € Z}
b) Se iau in calcul doar punctele singulare din interiorul domeniului ma

rginit de drumul |z — ¢| = 1, respectiv z = iln2. Calculul integralei cu
teorema reziduurilor conduce la rezultatul I = %”

Exercitiul 44. Fie f(z) =ag+ a1z + - -+ a,2", cua; €C, i =0,1,...,n.

a) Sa se calculeze I} = (j)dz siJ, = / fle™e ™ dt, pentru 1 <
|z|=1 % -7

k<n.
b) Daca toti a; € R, si se arate ca

1 71'
2 _ 2 ity it
/1f (x)dx = z/o f2(eM)etdt.

Raspuns a) [}, = 2miag_1, J, = 2miag.

b) Demonstram ca /11 fA(x)dr = —i/o7r fAeMetdt. Fie v : |z| = 1,
Imz > 0. Atunci, conform teoremei fundamentale Cauchy, avem / fA(2)dz +
8!
/11 f*(x)dz = 0, de unde
/11 fA(x)dx = —/fQ(z)dz =— /07r FAeMyietdt = —i /07T fA(e™)edt.
- gl

Exercitiul 45. Fie o : R — R de clasid C?, v(z,y) = p(z? — ).
a) Sa se determine ¢, astfel incat v sd fie armonica.
b) Determinati functia f olomorfa, pentru care Im(f) = v(z,y).
¢) Calculati w&

|z|=1 Z
Réaspuns a) v(z,y) = Cy(2? — ) + Cy
b)f(z) = 22i01 + Cg
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c) Folosind teorema fundamentala Cauchy, obtinem

2 .C C .
/ (5iCh +2 3)bmzdz = / iCysinzdz + Caslnz =
|z|=1 ' Z =1 |z|=1 12
Cs /z|—1 SI:ZZdz. Pentru g(z) = SIZ#, aver lﬂg(z) = llil(l) SHZIZ; = 00, deci
23 25
z = 0 este pol de ordinul 1. Prin urmare 5% = % =5—5+ % +.
deci c_; =1 i deci / s n;dz = 1. Rezultatul este 0 + C3 = Cd
el=1 2
Exercitiul 46.
a) Sa se determine functia olomorfa f(z) =u(z,y) +i-v(z,y), z =x + 1y,
stiind i u(e,y) = p(a? — y?), si £(0) = 0, (i) = —L.
: fz) e
b) Fie g(2) = —5———. Sa se calculeze Rez(g,1).
22—z
c) Sa se calculeze Rez(g,0).
d) Sa se calculeze 9(z)dz.
|z|=2

Raspuns.

a) f(z) = 2%

b) €2.

c) 3— e

d)6mi.

Exercitiul 47. Construiti f(z) olomorfa , f(z) = u(z,y) + iv(z,y), unde
2m
u(z,y) = cosashy , f(0) =1 si calculati / (1— f(x)"f(nz)dx, n > 0.
0

Raspuns. f(z) = cosz i rezultatul integralei este (;}2".

Exercitiul 48. Rezolvati urmatoarele integrale complexe cu ajutorul
reziduurilor.

z ,
1. dz R 2z
/|;—i—1|:\/5 23 +1 3

zsin(%7) amt (mveets vim .
> /|z 2] Wdz R: Goil(3)" (=1 (5 + )]

1
3. / e cos —dz R:2mi
|z] z
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ZQn
4./ —dz R: 2miCyt(—1)n+t
|z41]=1 (z+1)" (=)

ZTL
5. ———dz, 3
/z|:r vy 7

Raspuns. Daca 0 < r < 3, atunci integrala este 0. Daca r > 3, toti

.. . ; (2k+1)m .. . . oA . . .

polii functiei z;, = 3¢ = (poli simpli) sunt situati in interiorul domeniului
2

ce margineste curba |z| = 7. Reziduul functiei in polul z este —2; = "k =
nz, nz

n—1
22 . . .. . . N v . v .
— =, §i folosind relatiile lui Viete, gasim E 22 = 0, de unde rezulta imediat
k=0
valoarea integralei egala cu 0.

tan z
6. ]:/ Wdz R: 2m1
0.25024+0.1652=0,04 22(22 + 1)

2 2z/(z+1 . 44mie?

7 z°-e dz R.—==

. : o
22+4y24+22=0

1 ,
8. / 22em1dz R: 1:?1
|z|=rr>1
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